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Prologo

En este texto hemos seleccionado los temas tipicos de los cursos de célculo de las ingenierias informaticas.
Sin embargo, otros estudios técnicos tienen numerosos temas en comun; por ello, pensamos que el texto
puede ser Util también en las asignaturas de calculo de otras ingenierias. Por otra parte, que el texto incluya
de forma coherente los conceptos y las técnicas del calculo de bachillerato necesarios para este curso, sirve
para que el estudiante los repase si no los recuerda o, en el peor de los casos, estudie lo que deberia ya
saber pero no sabe. El libro es, pues, esencialmente utilitario.

El texto estd dividido en ocho capitulos. En los dos primeros (nimeros reales y complejos y funciones),
predominan los temas de bachillerato, aunque con un enfogque més formal que el usual en este nivel. En
los tres siguientes (sucesiones, primitivas e integracion), los niveles de bachillerato y universidad estan mas
repartidos. Los Ultimos tres capitulos, (series numéricas, polinomios de Taylor series de potencias y series
de Taylor y funciones de varias variables), en cambio, son de nivel exclusivamente universitario. El simbolo
O significa que lo que sigue deberia ser comprendido por un estudiante de bachillerato, mientras que el
simbolo ] corresponde al nivel universitario. En los resimenes tedricos, algunos aspectos estan a medio
camino: son conceptos que el estudiante debe haber visto, pero quizas en un contexto menos general. Por
ejemplo, un estudiante de bachillerato deberia tener una idea de lo que significa la integral definida de
una funcién continua; sin embargo, en el texto se trata el concepto de funcién acotada integrable. No es
un concepto completamente nuevo, pero tampoco se supone que el estudiante lo domine en esta version.
Hemos indicado estas situaciones ambiguas con el simbolo [J]. A pesar de todo, hay que reconocer que
la division en niveles tiene un alto grado de arbitrariedad, dependiendo del tipo de cursos que se hayan
recibido en bachillerato, de los temas en los que se haya hecho mayor hincapié y, naturalmente, de la
capacidad de cada estudiante.

El intento de abarcar niveles distintos provoca, de forma natural, una dificultad poco uniforme. Hay
ejercicios rutinarios y elementales tipicos del bachillerato. Otros problemas ilustran técnicas bien conocidas
y sirven como modelo. Algunos requieren algo de ingenio. Otros —muy pocos— son mencionados a menudo
en textos tedricos y practicos, pero no detallados tan a menudo, y nos ha parecido oportuno incluirlos.

Agradeceremos a los lectores que detecten errores de cualquier tipo que nos lo hagan saber enviando un
correo electrénico a cualquiera de las dos direcciones

Jose.A.Lubary@upc.edu  Josep.M.Brunat@upc.edu

José Antonio Lubary, Josep M. Brunat Barcelona, abril de 2008
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NuUmeros reales y complejos

Resumen teérico

El cuerpo de los nUmeros reales

O = conjunto R de los nimeros reales se construye de forma que a cada punto de una recta corresponda un
numero real, y viceversa. Independientemente de la construccion formal, resumimos las propiedades, que
se suponen conocidas.

En R estéd definida una suma que hace corresponder a cada dos nimeros reales a y b otro nUmero real
a + b. Esta operacion tiene las siguientes propiedades:

= (Asociativa) a + (b + ¢) = (a+ b) + ¢ para todo a, b, c € R.
= (Conmutativa) a + b = b + a para todo a, b € R.

= (Existencia de elemento neutro) Existe un nimero real 0 tal que a + 0 = a para todo a € R.

= (Existencia de opuestos) Para cada nimero real a, existe un numero real —a tal que a + (—a) = 0.

En R estd definida una segunda operacién, el producto, que también hace corresponder a cada dos
numeros reales a y b otro nimero real ab. Esta operacién tiene las siguientes propiedades:

= (Asociativa) a(bc) = (ab)c para todo a, b, c € R.

Conmutativa) ab = ba para todo a, b € R.

Existencia de elemento neutro) Existe un nimero real 1 tal que a - 1 = a para todo a € R.

(
(
(
= (Existencia de inversos) Para todo a € R \ {0}, existe un nimero real a~! (denotado también 1/a) tal que
a-a'=1.

Finalmente, la propiedad distributiva relaciona ambas operaciones:

= a(b+ c) =ab + ac paratodo a, b, c € R.

Un conjunto con dos operaciones que cumplen todas las propiedades anteriores se denomina un cuerpo.
Estas propiedades justifican convenios usuales, como no escribir paréntesis cuando hay méas de dos suman-
dos o factores, escribir a — b por a + (- b), etc. De ellas también se deducen propiedades bien conocidas,

como —(a + b) = —a — b, las leyes de simplificacién para la suma (a + ¢ = b+ ¢ & a = b) y para el
producto (ac = bc & a = b, si ¢ # 0), etc.
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Relacion de orden

O En R ests definida una relacién de orden <. La notacion a < b significaa < by a # b. Esta relaciéon es
total, lo que significa que, dados dos reales a y b, se cumple exactamente una de las tres propiedades
a<b,a=boa > b. El comportamiento de la relacion de orden respecto a las operaciones es el siguiente.
Paratodo a,b,c € R,

sa<boat+c<b+e.
= Sic>0, entoncesa < b © ac < bc.

= Sic <0, entoncesa < b © ac > bc.

Los nUmeros naturales

O « conjunto de los numeros naturales es el subconjunto N de R formado por los nimeros obtenidos
sumando 1 consigo mismo repetidamente: N = {1,2, 3,...}. La sumay el producto de dos naturales es un
natural. Ciertamente, las propiedades validas para todos los reales (asociativas, conmutativas, distributiva,
etc.) son en particular validas para los naturales. Observemos, sin embargo, que el neutro de la suma 0 no
es natural, que el opuesto de un natural no es un natural y que el inverso de un natural tampoco es un
natural, con la excepcién de 1, que es su propio inverso.

| Restringido al conjunto de los naturales, la relaciéon de orden tiene al menos dos propiedades particulares
relevantes. La primera es que, si A es un subconjunto de N no vacio, entonces existe un elemento m € A
tal que m < a para todo a € A; este elemento se denomina minimo o primer elemento de A. La segunda
es la siguiente.

Principio de induccién. Sea A un subconjunto no vacio de Ny m su minimo. Sin € A implican + 1 € A,
entonces A = {n € N : n > mj.

Los nUmeros enteros

O « conjunto Z de los numeros enteros esta formado por los naturales, el 0 y los opuestos de todos los
naturales: Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. La sumay el producto de dos enteros son enteros. En los
enteros, estas operaciones tienen las mismas propiedades que la suma y el producto de nimeros reales,
con la excepcion de que en los enteros no es cierto que cada entero a # 0 tenga inverso entero para
el producto (de hecho, solo 1 y —1 tienen inverso). La definiciéon de anillo conmutativo es similar a la
de cuerpo, excepto que no se exige la existencia de inversos para el producto. Asi, Z, con la sumay el
producto, es un anillo conmutativo.

Sia, by c son numeros enteros y a = bc, se dice que b es un divisor de a o que divide a a y que a es un
multiplo de b. Un nimero entero primo es un entero p > 1 tal que no tiene ningun divisor positivo d tal
que 1 < d < p. Los numeros primos tienen la siguiente propiedad.

Teorema fundamental de la aritmética. Si n # 0 es un nimero entero, entonces existen a € {+1, —1},
ndmeros primos py, . .., px Y humeros naturales ny, . . ., 1, Unicos tales que

— 'l n
n=0op; --p;, P1<p»<: <D

Sefalemos que las demostraciones conocidas de este teorema no son constructivas, es decir, no indican

cémo, dado n, hallar los primos py, ..., px que lo dividen; ademas, los métodos conocidos para hallar la
factorizacién son poco eficientes si n es suficientemente grande.
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n n
()(,7) wsken

n—1 n—1 n
L)) aseen

Los numeros binomiales aparecen en la férmula del binomio de Newton. Aunque esta férmula sera aplicada
esencialmente a polinomios, hay que remarcar que es valida en todo anillo conmutativo. Sin > 0 es un
natural, y a y b son elementos de un anillo conmutativo (por ejemplo, polinomios), entonces

(a+b)" = (g)a" + (T)a’”b + (;)a"zb2 oot (n ﬁ l)ab"1 + (:)b".

En el caso de los polinomios, esta férmula puede interpretarse como una factorizacion del término de la
derecha. Otras factorizaciones a menudo Utiles son las siguientes:

s d"=b' =(@-b)a" " +a" b+ ---ab + b,
= Sinesimpar,a" +b" = (a+b)a"' —a*b+---—ab"* +b"").

Como casos particulares:

s a’>—-b*>=(a+b)a-D).
sad"—1l=(@-1)@"'"+a+---+a+1).
= Sinesimpar,a"+1=(a+ 1)@ ' —a 2+ ---—a+1).

D Prob] em 1 e SU e |10 10—

Demostrar que V2 es un numero irracional.
[Solucién]

Notemos, en primer lugar, que V2 es un numero real, ya que es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1,
y dicha longitud corresponde ciertamente a un punto de la recta real.

Notemos también que, si m es un entero, entonces m y m? tienen los mismos factores primos. Por tanto, m es par si,
y sélo si, m* es par.

Razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que V2 es racional, y sea m/n la fraccién irreducible correspon-
diente a dicho racional:

\/E:ﬂ, meZ, neZ\{0}, mynprimosentresi.
n

Deducimos que m? = 2n?, luego m?* es par y, por tanto, m también; es decir, m = 2p para algun entero p. Entonces
m? =20 = 4p* =2n* = 2p* =1,

luego n? es par y, en consecuencia, n es par. Pero entonces m y n son ambos pares y resulta que la fraccion m/n no es
irreducible, lo que es contradictorio. Por tanto hemos de concluir que V2 no es racional.
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2

Sean a 'y b numeros reales con a < b. Demostrar:

Na<(a+b)/2<b. 2) Siay b son racionales, entonces (a + b)/2 es racional.
[Solucién]

1)Sumando a a los dos términos de a < b, resulta 2a < a + b; dividiendo por 2, se obtiene a < (a + b)/2.
Anéalogamente, sumando b, tenemos a + b < 2b 'y, dividiendo por 2, resulta (a + b)/2 < b.

2)Siay b son racionales, son de la formaa = p/qy b = r/s con p,q,r,s enterosy g # 0 # s. Entonces

q N

[}

a+b l(p r)_ps+qr

2 2 2gs

que es un numero racional.

3

a+b
Sean a > 0y b > 0 numeros reales. Demostrar que Vab <

(es decir, la media geométrica de dos

ndmeros es menor o igual que su media aritmética?).
[Solucién]

Puesto que ( Va - \/l;)2 > 0, tenemos a — 2va Vb + b > 0, de donde a + b > 2 Vab. Dividiendo por 2 se obtiene la
desigualdad.

4
Hallar todos los nimeros reales que satisfacen la desigualdad x> > 3x + 4.

[Solucion]
Observemos que x> > 3x+4 © x> —3x—-4>0.

Descomponemos el polinomio x* — 3x + 4 resolviendo la ecuacion de segundo grado x> — 3x — 4 = 0. Obtenemos las
soluciones x; = —1 y x, = 4. Entonces, la desigualdad es equivalente a

x+Dx-4)>0,
gue se satisfara si ambos factores son positivos o ambos negativos:

x+1>0,x—-4>0x>-1,x>4 © x>4.
x+1<0,x—-4<0eex<-1,x<4 & x<-1.

En consecuencia, el conjunto de ndmeros reales pedido es (—oco, —1) U (4, +00).

2 Una generalizacion de este resultado puede verse en el problema 553.
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D Problemas propuestos L

13

Sean a y b numeros racionales con b > a. Demos-
trar que a + V2(b — a)/2 es un numero irracional

comprendido entre a 'y b.
14

Sean a, b y x numeros reales, con 0 < a < by
0 < x. Ordenar de menor a mayor

a+2x
b+2x

a a+x

b b+x

15

Sean a y b numeros reales, con a < b, y sea
¢ = (2a + 3b)/5. Demostrar:

Ha<c<b.

2) |b—c| < la— c| (es decir, ¢ estd mas cerca de
b que de a).

16

Sean a 'y b numeros reales. Demostrar:

+b+la->b
1) max {a,b) = LFoFla =0l
2
+b—la->b
2) min {a,b) = L2 la=bl
2
17
. . X
Resolver la inecuacion ‘> 10.
x—-2

18

Consideremos el polinomio
F(x) =2% =3 +4x* —58° +2x* = 3x + 5.

Calcular £(1),f(-1) y f(2).

19

Hallar las raices enteras del polinomio

x4 2x° = 104% + 19x — 30.

20

Hallar p y g para que las raices de la ecuacion
x> +px+qseanpyq.

21

Consideremos los polinomios

Fx) = 6x° —x° — 2x* + 7x> — 26x% + 47x — 34,
gx) = 2x* —x* +3x -5,

Calcular:

1) f(x) + g(x). 2) f(x)g(x).
3) El cociente y el resto de dividir f(x) por g(x).

22

Sea n > 0 un entero. Demostrar que

o))+ )=

Indlicacion: Desarrollar 2" = (1+1)" por el binomio
de Newton.

23

Determinar, si existe, el infimo, el minimo, el méaxi-
mo y el supremo de cada uno de los siguientes
conjuntos.

1) {1/n:neN} 4)
2) [-2,3). 5)
3) {x:x—5] <3} 6

x:lx+3<2.
-n?:neN}.

) {1/p*: p esun
entero primoj}.

{
{
{

. Problemas propuestos L

Expresar en forma binémica los siguientes
numeros complejos:

s 76 Célculo para ingenieria informdtica

24

(i-1DQ2i+1)
3-4i '
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Funciones

Resumen teérico

Funciones reales de una variable real

O unafuncion real de variable real es una aplicacionf: D — R, donde D es un subconjunto de R denominado
dominio de f. La funcion f hace corresponder a cada elemento x € D exactamente un elemento y € R, el
cual se denota por y = f(x); en este caso, se dice que y es la imagen de x y que x es una antiimagen de
y. El conjunto de imagenes se denota por f(D) y se denomina recorrido o la imagen de f. El conjunto de
puntos del plano (x,f(x)), con x € D, se denomina grafica de f.

Con frecuencia, una funcion se define mediante una expresién que permite calcular la imagen que corres-
ponde a cada elemento, pero sin explicitar el dominio. En este caso, se sobreentiende que el dominio es el
conjunto de numeros para los que la expresion dada tiene sentido, es decir, el conjunto de nimeros para
los que es posible calcular la imagen.

Una funcién f: D — R es inyectiva si cada par de elementos diferentes de D tienen imagenes diferentes;
equivalentemente, si para cada x,x, € D, la igualdad f(x;) = f(x,) implica x; = x,. En este caso, existe
una funcion £~ de dominio f(D) tal que f~'(f(x)) = x para todo x € D. Esta funciéon se denomina inversa
de f, y su gréafica es simétrica de la de f respecto a la recta y = x.

Supongamos que D € R cumple quex € D & —x € D. Una funcion f de dominio D es par si f(-x) = f(x)
para todo x € Dy es impar si f(—x) = —f(x) para todo x € D. La grafica de una funcién par es simétrica
respecto al eje de ordenadas, y la gréafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen.

Una funcién f de dominio D es periddica de periodo p € R si para cada x € D se cumplequex+p e Dy
f(x+ p) = f(x). Si se conoce la gréfica de una funcién f de periodo p en un intervalo [a, a + p), entonces
la gréafica de f se obtiene de la gréafica en el intervalo repitiéndola en cada intervalo [a + kp,a + (k + 1)p),
keZ.

La suma f + g y el producto fg de dos funciones f'y g sélo estan definidos si los dominios de f y de g tienen
interseccion no vacia. En este caso, se definen por

(f+) =f)+gl),  (fox) =[f(x)gx),
para todo x en la interseccion de los dominios de f'y g. Sea D C R y consideremos todas las funciones de

dominio D. En este conjunto, la suma de funciones es asociativa y conmutativa; la funcion e(x) = 0 para
todo x € D es el elemento neutro; toda funcién f tiene opuesta —f, definida mediante (—f)(x) = —f(x)
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para todo x € D. El producto también es asociativo y conmutativo, asi como distributivo respecto a la
suma; la funcion f(x) = 1 para todo x € D es el elemento neutro. Asi, pues, el conjunto de las funciones
de dominio D con la suma y el producto forman un anillo conmutativo. Nétese que sélo tienen inversa
respecto al producto aquellas funciones f tales que f(x) # O para todo x € D; en este caso, la inversa
esta definida por (1/f)(x) = 1/f(x) para todo x € D.

Sea f una funcién de dominio D y g una funcién cuyo dominio contiene el recorrido f(D) de f. La
composicion de f'y g es la funcién g o f definida por (g o f)(x) = g(f(x)) para todo x € D. Esta operaciéon
es asociativa en el sentido que si f, g y h son funciones tales que existe una de las funciones (ho g)ofy
h o (g of), entonces existe la otra y son iguales. La composicidon no es conmutativa. Existe un elemento
neutro, que es la funcién identitad, definida por I(x) = x para todo x; en efecto, para toda funcion f se
cumple f ol =1 of = f. Las funciones inyectivas tienen inversa respecto a esta operacion: la inversa de
una funcién f es la funcion ! definida anteriormente, y se tiene (f o f™)(x) = (f ' o f)(x) = I(x) = x
para todo x.

| Sea f una funcién de dominio Dy A C D. Si existe k € R tal que f(x) < k para todo x € A, se dice que
k es una cota superior de f en A, y que f estd acotada superiormente en A; en ese caso, la menor de las
cotas superiores de A se denomina supremo de f en A. Si existe k € R tal que k < f(x) paratodo x € A, se
dice que k es una cota inferior de f en Ay que f esta acotada inferiormente en A; en ese caso, la mayor
de las cotas inferiores de A se denomina infimo de f en A. Si f esta acotada superior e inferiormente en A,
se dice que f esta acotada en A. Si no se explicita el conjunto A, entonces se sobreentiende que es todo
el dominio.

Limites

O Sea f una funcién de dominio Dy a un namero real tal que todos los entornos de a tengan puntos de D
distintos de a.

El limite de f en a es el nUmero real € si para cada entorno (£ —e¢, {+¢€) de £ existe un entorno (a—0, a+0) de
a tal que todos los puntosx € DN (a—0,a+9d), x # a, tienen laimagen en (£ —¢, {+¢€). Equivalentemente,
si para cada € > 0 existe un & > 0 tal que

xeEDyO<|x—da<0 = |fx)—{l<e.

La notaciéon
lim f(x)=+¢

significa que el limite de f en a existe y que es £.

El limite de f en a es +co, y se escribe ljlga f(x) = +o0, si para cada K > 0 existe un & > 0 tal que
xeDyO<lx—al <d=f(x)>K.

El limite de f en a es —co, y se escribe 1)163 f(x) = —o0, si para cada K < 0 existe un 6 > 0 tal que
xeDyO<lx—al <d=f(x) <K.

Sea f una funcién de dominio D y a un numero real tal que todos sus semientornos derechos (resp.
izquierdos) tengan puntos de D. El limite por la derecha (resp. izquierda) de f en a es €, y se escribe
lim f(x)=¢ (resp. lim_f(x) = ¢), si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que
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xeDyO<x—a<d(resp0<a—-x<90) = |[fx)—{|<e.

De manera analoga se definen los cuatro limites Iim f(x) = +oo.

x—a*

Sea f una funcién tal que todo entorno de +oo tenga puntos de D. El limite de f en +oo0 es £, y se denota
lim f(x) = ¢, si paratodo € > Q existe K > 0 tal quex € Dy K < ximplica |f(x) — €| < €. Andlogamente

X—+00

se definen los limites

lim f(x) =0, lim f()=¢ y lim f(x) = £,

X—+00

Podemos enunciar una Unica definicion que englobe todas las anteriores. Para ello, ademas de los entornos
de o0 y de un numero real a, definamos un entorno de a* como un semientorno derecho de a y un
entorno de a~ como un semientorno izquierdo de a. Con esto, todas las definiciones anteriores responden
al mismo esquema: sea A € {a,a*,a”, +co,—oco} y O € {£, +co0, —o0}. Sea f una funcién de dominio D tal
que todo entorno de A tenga puntos de D distintos de A. Entonces

lim f(x) =0
X—A
si para cada entorno de V de O existe un entorno U de A talquex e DN U y x # A implica f(x) € V.

Enunciaremos ahora propiedades de los limites, pero debemos hacer dos observaciones previas. La primera
es que algunas de las propiedades involucran operaciones con dos limites. Si los dos limites son numeros
reales, el significado de la operacién es claro, pero si uno de ellos o los dos son +co 0 —o0, entonces debe
entenderse lo siguiente (con las propiedades conmutativas de la suma y el producto sobreentendidas):

¢ (+00) 4 €= F00;  (~00)+ L= —co.
(+00) + (+ ) = +00;  (~00) + (~o0) = —o0.

=sif>0, (+00):-f=+00y (-00) = —00;
si{<0, (+00)-f=-00y (—00)-{=+00;
(+ 00)(+ 00) = +00; (+ 00)(-00) = —00; (—00)(—00) = 400,

I

2 Sil>0, (4+00) =+o0;
si€ <0, (+00)=0;
sil<t, =400y =0,
si0<t<1, =0y =+
(+ 00)*® = +o00.

La segunda observacion es que numerosas propiedades admiten multiples versiones, dependiendo de
donde se toman los limites y de los valores de estos limites. Por razén de brevedad, adoptaremos ciertos
convenios de notacién. Las letras a, €, ry s representaran nimeros reales; A representard un elemento del
conjunto {a,a*,a", +co, —oo}, es decir, uno de los valores en los que se toma el limite, y O un elemento
de {£, +00, —co}, es decir, uno de los valores que puede tener el limite.

El comportamiento de los limites respecto a las operaciones con funciones se describe en las siguientes
propiedades:

—Si existe el limite de f en A, entonces este limite es Unico.

—Si existen los dos limites laterales de f en a, entonces

lim f(x) = & lim f(x) =lim f(x) = ¢.

X—a X
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Sucesiones

Resumen teérico

Sucesiones

0  Usualmente se define una sucesion (de ndmeros reales) como una aplicaciéon a: N — R; la imagen de un
natural n se denota a, y se denomina término n-ésimo de la sucesion. La sucesiéon a se denota también

por (ay).
La definicion anterior implica que aplicaciones como las definidas por

n? 2n

= S b, =1n(n-5), =,
a n?—13n+40 n(n=>3) ¢ n—(-1)yn

no son sucesiones: en los tres casos, el dominio no es N, sino
N\ {5, 7}, N\ {1,2,3,4,5}, N\ {2k : ke N}, (3.1)

respectivamente. Para no excluir casos como los anteriores y que la definicién esté acorde con la practica
habitual en los problemas, aqui daremos una definicién de sucesién algo mas general: en lugar de N, el
dominio puede ser cualquier subconjunto infinito de N.

Una sucesion (de numeros reales) es una aplicacion a: D — R cuyo dominio D es un subconjunto infinito
de N. La imagen de un natural n del dominio se denota a, (en lugar de a(n), como es habitual en las
aplicaciones) y se denomina término n-ésimo de la sucesién. La sucesion a se denota también mediante
(a,). En lo sucesivo, la condicion de que n pertenezca al dominio de una sucesion a cuando se describen
propiedades de los términos a,, de la misma quedara sobreentendida (de modo analogo a que escribir f(x)
para una funcién f presupone que x pertenece al dominio de f).

La forma mas usual de definir una sucesién (a,) consiste en dar explicitamente la imagen de cada natural
n del dominio (por ejemplo, a, = n* — 3). Sin embargo, en ciertos contextos (por ejemplo, en el calculo
de la complejidad de los algoritmos), la forma natural en que aparecen las sucesiones es la recurrente,
gue consiste en dar los primeros términos ay, . .., a,_; y una relacion que, para n > k, permita calcular
a, a partir de los k términos anteriores a,_1,d,_», ..., a,_;. Por ejemplo, una progresion aritmética es
una sucesiéon en que cada término se obtiene del anterior sumando un numero real fijo d denominado
diferencia. En este caso, tenemos una sucesion definida mediante un primer término a; y la recurrencia
a,=a,+dparan>2.
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Cotas

O se (a,) una sucesion. Si existe k € R tal que a, < k para todo n, se dice que k es una cota superior de
(a,) y que (a,) esta acotada superiormente; en ese caso, la menor de las cotas superiores se denomina
supremo de (a,). Si existe k € R tal que k < a, para todo n, se dice que k es una cota inferior de (a,) y
gue (a,) estd acotada inferiormente; en ese caso, la mayor de las cotas inferiores se denomina infimo de
(a,). Si (a,) estad acotada superior e inferiormente, se dice que (a,) estd acotada.

Limites
O &l limite de una sucesion (a,) es

= el numero real € si para cada real € > 0 existe un natural N tal que |a, — £| < € paratodon > N.
= 400 si para cada numero real M > 0 existe un natural N tal que a,, > M para todon > N.

= —oo si para cada numero real M < 0 existe un natural N tal que a, < M paratodon > N.

Las notaciones

indican, respectivamente, que el limite de (a,) es el nimero real £, +00 0 —o0, respectivamente. Si el
limite de (a,) es un numero real £, se dice que la sucesiéon es convergente y que converge hacia ¢; si es
+00, se dice que es divergente. Una sucesion que no es convergente ni divergente se denomina oscilante.
Determinar el caracter de una sucesion es averiguar si es convergente, divergente u oscilante.

Una primera propiedad de las sucesiones convergentes es que son sucesiones acotadas. El reciproco no es
cierto, como prueba, por ejemplo, la sucesiéon a, = (—1)", que es acotada pero no convergente.

B Como en el caso de las funciones, las tres definiciones de limite pueden englobarse en una. Sea O €
{€, +c0, —co} y (a,) una sucesion de dominio D. El limite de (a,) es O si, para cada entorno U de O, existe
un entorno (N, +o0) de +oo tal que, sin € (N, +00) N D, entonces a, € U.

La similitud de los limites de sucesiones con los de funciones en +co se refuerza con la siguiente propiedad.

= Sea f(x) una funcion tal que existe lim f(x) y definamos la sucesién (a,) por a, = f(n). Entonces, la
X—+00

sucesion (a,) tiene limite y lim a,, = lim  f(x).
n X—+00

Los problemas 124 y 137 son ejemplos de aplicacion de la propiedad anterior.

0  Como en el caso de los limites de funciones, algunas propiedades involucran operaciones con dos limites.
Si los dos limites son numeros reales, el significado de la operacién es claro, pero si uno de ellos o los dos
son +o0o0 0 —o0, entonces debe entenderse lo siguiente (con las propiedades conmutativas de la sumay el
producto sobreentendidas):

s (+00)+ € =+00;, (—00)+{=—00.
(+00) 4 (+00) = +00; (= 09) + (- ) = ~oo.

=sif>0, (+00)-{=+00y (—00):-{=—00;
sit<0, (+00)-f=-c0y (—00)-{=+00;
(+ 0)(+00) =400, (+00)(—00)=—00; (—00)—00)=+00;
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D Prob ] em 1S 15U e 0. 1m————————————————————
124

Sea k > 1 un natural y ay, . .. @, nUmeros reales, con a; # 0. Calcular

lim (a@n* + e n* ™' + - + ay).
n
[Solucién]
. - . Aj—1 ay
lim (qn* + a0 + -+ ay) = lim nk(ak+ —_— .+ )
n n n nk
= lim an*
n
—oo sia, <0,
)| 400 sia, > 0.

Alternativamente, podemos considerar la funcion polinémica f(x) = ax* + a1 x*' + -+ - + a,. La sucesion de la que
se quiere calcular el limite es s, = f(n). Entonces (v. pagina 38)

—00 Si a; < 0,

lim s, =1lim f(x) = .
' H+mf( ) +00 sia; > 0.

125

Calcular Iim

n

(nZ- (n+ 1) —(n— 1)4)

3n5 + 10
[Solucion]

i [ D =D et 6n +dn | - (n' —dn' 4 on’ —dn + 1)
3n° + 10 35 + 10

n n

n>(8n* + 8n)
m ot O
n 3n5 + 10

|
—_
=

126

o 32+ V2n+n
Calcular lIim )
n 22 +5n+2

[Solucion]
Dividimos numerador y denominador por n? y obtenemos

32+ V2n+n . 3+ \2/n+1/n V3 B M

lim ——————— —1lim = -
n—\22+5n+2 o —\N245/m+2/nr -2
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127

A
Calcular lim )
n e —73"

[Solucion]

Como 2 < e < 3, tenemos 0 < ¢/3 < 1. Por tanto, lim (e/3)" = 0. Entonces, dividiendo numerador y denominador

por 3", resulta

e+ 3 o (e/3)"+1  0+1
Iim = lim = =

= =-1.
nooer—73n n (ef/3)—1 0-1

128

Calcular Ii 203+ 5
u 1m .
n 20+ 13 =-1)

[Solucién]

Dividiendo numerador y denominador por 2" - 3" y teniendo en cuenta que si0 < a < 1 entonces lim a" = 0, resulta

I e o ) 1+5-(5/6) 1

m ———— = 1m

N DG —D M T anans-1) 15

129

Calcular lim (\/n2 +an+b— N2 +cn+ d), donde a, b, ¢ y d son nimeros reales.

n

[Solucién]

Multiplicando y dividiendo la expresion del término general por

Vi +an+b+ V2 +en +d,

obtenemos

mw+an+b-n*—cn—d

lim (\/n2+an+b— \/n2+cn+d) = lim

n

3

V2 +an+b+ Vn> +cn+d
(a=com+b-d

V2 +an+b+ Vn> +cn+d

- (a-c)+bB-ad)/n

n A1+a/n+b/n*+ V1 +c/n+d/n?

= lim

B

a—=c¢ a—c¢

1+1 2
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197

Sea a un numero real positivo. Calcular el limite
de la sucesion definida por

1

nzan ’

a =a, apy1 =

198

Sean a 'y b nimeros reales, con 0 < a < b. Defini-
mos dos sucesiones (a,) y (b,) por

L_1(1 1), _axb
a 2\a b)’ T

Lo_I(1 1), _atbh,
an+l_2 a, bn o 2 .

(a,41 €s la media armoénica de a, y b,, y b, es la
media aritmética de a,, y b,). Demostrar:

1)a<a1<b1<b.
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2) a, < b, para todo n.
3) (a,) es monotdna creciente.

)
)
4) (b,) es mondtona decreciente.
5) (a,)y (b,) estan acotadas.

)

6) (a,)y (b,) son convergentes.

199

Sea (a,) una sucesion acotada. Para cada natural
n, sea b, = sup{a,, : m > n}. Demostrar que la
sucesion (b,,) es convergente.

Indicacion: Demostrar que (b,) es acotada vy
monotona decreciente.

200

Hallar los limites de oscilacién y los limites superior
e inferior de la sucesion

w42
ron n ™1+ 1)) cos

a, = —————se
"o+ n2+5 2
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Primitivas

Resumen teérico

Primitivas

O Sea f(x) una funcién definida en un dominio D. El problema que abordamos en este capitulo es determinar
las funciones F(x) tales que F’(x) = f(x) para todo x € D. Una tal funcién F(x) se denomina una primitiva
def(x)en D. Laigualdad F’(x) = f(x) puede verse como una ecuaciéon en la que f(x) es un datoy la funcién
F(x) la incognita. Ciertamente, si F(x) es una primitiva de f(x) en D, entonces, para toda constante K, la
funcion G(x) = F(x)+ K también es una primitiva de f(x) en D, pues, en efecto, G'(x) = F'(x)+0 = f(x).
Sin embargo, no es cierto, en general, que dos primitivas de una funcién f(x) difieran en una constante,
como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo
Considérese la funcién f(x) = 1/x cuyo dominio es R \ {0}. Se compueba facilmente que las funciones

Inx+2 six>0
In(—x)+1six<0

Inx +1 six>0
In(—x)+2six<0

Fl(X)={ y Fz(X)={

son dos primitivas de f(x) = 1/x. Nétese, sin embargo, que F; — F, no es constante, ya que F;(x) — F»(x)
vale —1six<Oyvale1six>0.

En el ejemplo anterior, vemos que las dos primitivas F';(x) y F»(x) de la funcion f(x) difieren en una constante
en cada intervalo contenido en el dominio, pero que la constante puede ser distinta en intervalos distintos.
Ahora bien, como consecuencia del teorema del valor medio, dos primitivas de una funcién en un intervalo
s difieren en una constante.

Si F es una primitiva de f, se escribe

ff:F+K o) ff(x)dx:F(x)—i-K

y se entiende que el conjunto de primitivas de f en un cierto intervalo es el conjunto de funciones de la
forma x — F(x) + K, con K constante. La expresion anterior también se lee /a integral (indefinida) de f(x)
es F(x) + K.
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De las propiedades de las derivadas se deduce inmediatamente que si oy 3 son numeros reales y 'y g
funciones con primitivas, entonces
aff+[3fg=f(af+ﬁg)-

Integrales inmediatas

O sea u una funcion derivable. Las reglas de derivacion proporcionan las siguientes reglas de integracion

inmediata.
Mr+l u/
furu’dxz +K (r#-1) f—dx=lnlu|+K
r u

+1

au
fu’a”dxz +K (a>0) fu’e"dxze”+l(

Ina
fu’cosudx:senu+K fu’senua’x:—cosu+K

M/
dx =1n tan +K f dx=tanu + K
sen u 2 cos?u

u
=—-cotu+K dx = arcsen — + K

M’
- | =
sen @2 — 12 a

I
fin
f
[
[ s

|
u' senhudx = coshu + K fu’coshudxzsenhu+l{
dx—tanhu+K f u2 dx =cothu + K
cosh senh” u
u u’ u
d =argcosh— + K ———dx=argsenh— + K
rouE a f\/u2+a2 roe a

1
fﬁd ——argtanh +K
as—u

Cambio de variable

O Supongamos que se desea calcular una primitiva F(x) de f(x). Si componemos F con una nueva funcién
g derivable e inyectiva, por la regla de la cadena, tenemos

(Fog)(n=F(g(0)g'®)=f(g)g'®.
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261
D)
—d
fx3(x2+1)2 X

262

dx
(2 —4x+3)(2 +4x+5)

263

cos X
3 > dx.
sen? x + 2 cos? x senx

264

f sen’ x cos’ x dx.

265

f sen® x cos® x dx.

266

f sen’ x cos* x dx.

f sen 3x cos 4x dx.

269

sen 4x sen Sx dx.

—

270

fcos 10x cos 3x dx.
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271

dx
a?sen?x + b%cos? x

272

al dx
Vx—1

273

f dx
Vi+ 1+ [+ 1)

274

Vi-1

dx.
\3/}+1x

275
\/—

x+2

dx.

f Ve+1+2

(x+12—=Vx+1

[x—1
fx al dx.
x+1

278
f X

V1 +x 2
279

f dx
x[(Inx)? = 2(Inx)? = Inx + 2]

280
e
———dx
f Ve — 1
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Integracion

Resumen teérico

La integral de Riemann

O oe antiguo, es sabido que el procedimiento para calcular las &reas de los poligonos (regulares o no,
convexos 0 no) consiste basicamente en triangularlos. EI problema del area fue, desde el inicio, como
calcularla para superficies no poligonales. Desde el siglo xvii hasta el xix, el concepto de &rea se daba por
supuesto y el calculo de integrales se vefa como un método para calcular areas. A principios del siglo xix,
Agustin Cauchy dio un vuelco a este punto de vista definiendo el drea como la integral. El problema pasé a
ser qué superficies tienen area, es decir, qué funciones son integrables. La identificacion de la integral con
el &rea no es del todo ajustada, en el sentido de que un area es en todo caso no negativa, mientras que la
integral de una funcién puede ser negativa.

Aparte de los poligonos, una figura plana elemental con un lado curvo es la limitada por el eje de abscisas,
las rectas x = ay x = b (con a < b), y por la grafica de una funciéon y = f(x). Las funciones que vamos a
considerar inicialmente son las funciones acotadas en un intervalo [a, b], pero, como veremos, no todas
las funciones acotadas en un intervalo son integrables.

Sean a < b dos numeros realesy f: [a, b] — R una funcién acotada. La discusién siguiente va encaminada
a definir cuando la funcién f es integrable en el intervalo [a, b].

Una particion del intervalo [a, b] es un conjunto ordenado P = {a = xy < x; < -+ < X, < X, = b}. El
intervalo [x;_1,x;] (1 < i < n) se denomina i-ésimo subintervalo de la particién. Puesto que la funcién f
estd acotada en [a, b], también estd acotada en cada subintervalo [x;_;, x;], por lo que tiene infimo m; y
supremo M; en dicho subintervalo. Definimos la suma inferior y la suma superior de f en [a, b] respecto
de la particién P por

SUP) = ) mi = xi), S P) = ) Ml = xio0).
i=1

i=1

Si f es continua y positiva, la suma inferior corresponde a la suma de las areas de n rectdngulos que
aproxima por defecto el drea que se quiere definir; andlogamente, la suma superior la aproxima por exceso
(v. figura 5.1).

Puede demostrarse la siguiente propiedad: si f es una funcién acotada en [a,b], y P; y P, son dos
particiones cualesquiera de [a, b], entonces,

7
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y=f(x)

y=f) —
/

a=xy Xi X Xpot X, =D a=xy X, X Xyt X, =D

Fig. 5.1

S(f,P]) < S(f’PZ)

Ello implica que el conjunto {s(f,P) : P es una particion de [a, b]} esta acotado superiormente por cual-
quier suma superior. Por tanto, tiene supremo, que se denomina integral inferior de f en [a,b] y se

denota
b
[

Andlogamente, el conjunto {S(f, P) : P es una particiéon de [a, b] } estd acotado inferiormente por cual-
quier suma inferior. Por tanto, tiene infimo, que se denomina integral superior de f en [a, b] y se denota

b
L
Una funcién acotada f definida en [a, b] es integrable Riemann (o, simplemente, integrable) en [a, b] si

las integrales inferior y superior de f en [a, b] coinciden. Este nimero comun se denomina integral de f en
[a,b]’, y se denota por cualquiera de los dos simbolos

fa bf y f bf(x)dx-

La definicion de funcién integrable en un intervalo [a, b] se extiende a los casos b < ay b = a como sigue.
Si f es integrable en [a, b], entonces definimos

f:f=—fabf.

’ La expresion integral definida de f(x) entre a y b también se utiliza con frecuencia.
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Si @ es un punto del dominio de f, entonces definimos

ff:o.

1) Consideremos una funcién constante f(x) = h > 0 definida en un intervalo [a, b]. Se trata de una
funcién acotada. Para toda particion P = {a = xy < --+ < x, = b}, el infimo y el supremo de f en cada
subintervalo [x;_, x;] son m; = M; = h, asi que todas las sumas inferiores y superiores coinciden con el
numero

Ejemplos

Z h(x; = xi.1) =h Z (x; = xi-1) = (b — a),
i=1

i=1

por lo que f es integrable y su integral es k(b — a), que es el area del rectangulo de base b — a y altura
h, como cabia esperar.

2) Consideremos ahora la funcion f* definida en un intervalo [a, b] por

_[0sixeQ,
f(x)‘{lsix¢Q.

Claramente, se trata de una funcién acotada. Sea P = {a = xo < - -+ < x,, = b} una particién de [a, b].
En cualquier subintervalo [x;, x;_1] hay nimeros racionales y numeros irracionales, por lo que el infimo
en todo subintervalo es m; = 0 y el supremo es M; = 1. Entonces,

s(f,P) = Zmi(xi - xi1) =0,
i=1

S(f.P) = ) Mixi=xi1) = ), (6 —xi) =b—a.
i=1 i=1

Por tanto, todas las sumas inferiores son 0 y la integral inferior es 0, mientras que todas las sumas
superiores son b — a y la integral superior es b — a > 0. Asi, la funciéon f no es integrable en [a, b].

Sea P ={a =xy <x; <---<x, = b} una particiéon de un intervalo [a, b]. El didmetro de P, denotado
O(P), es la mayor de las longitudes de los subintervalos:

O(P)=méx {x;—x_y :i=1,...,n}.
Se cumple la siguiente propiedad.

= Seaf unafunciénintegrable en [a, b] y sea P, una sucesion de particiones de [a, b], conlim O(P,) =

0. Sea £(i, n) la longitud del i-ésimo intervalo de la particion P, y t(i, n) un punto de ese subintervalo.
Entonces,

n b
lfm Z F(tGi, )i, n) = f f.
i=1 a
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Esta propiedad se utiliza a veces para calcular limites de sucesiones (a,) tales que, para alguna funcion
integrable f y alguna sucesién de particiones (P,) adecuadas, pueden ponerse en la forma

a, = ) f(ti,m)eG,n),
i=1

gue a veces se denomina suma de Riemann. A menudo, la sucesion (P,) esta formada por particiones con
todos los intervalos de la misma longitud, de forma que £(i,n) = (b — a)/n (v. problemas 288 y 289).
Criterios de integrabilidad

m . Sea f una funcién acotada en [a, b]. Entonces, f es integrable en [a, b] si, y sélo si, para todo € > 0
existe una particion P del intervalo [a, b] tal que

S(f,P) — s(f,P) < &.

= Sea f una funcién acotada en [a, b] y, para cada natural n, consideremos la particion P, de [a, b] con n
subintervalos de la misma longitud (b — a)/n. Si

lim (S(f, Py) = s(f,Pu) =0

entonces f es integrable en [a, b] y

b
ff =1im s(f,P,) =1lim S(f,P,).

= Toda funcién acotada mondétona en [a, b] es integrable en [a, b] (v. problema 290).
= Toda funcién continua en [a, b] es integrable en [a, b].

= Toda funcién acotada que tenga un ndmero finito o numerable de discontinuidades en [a, b] es integrable
en [a,b].2
Propiedades de la integral

O . (Linealidad) Sify gsonintegrables en [a, b] y a, B son dos nUmeros reales arbitrarios, entonces a.f +3 g

es integrable en [a, b], y ademas
b b b
[ @repo= [ ar+ [ pe

= Si f'y g son integrables en [a, b], entonces fg es integrable en [a, b] (sin embargo, no es cierto, en
general, que la integral del producto sea igual al producto de las integrales).

= Sify gsonintegrablesen [a, b]yf/g esta definida en [a, b] y es acotada, entonces f/g es integrable en
[a, b] (pero no es cierto, en general, que la integral del cociente sea igual al cociente de las integrales).

8 Enrealidad, la propiedad més general de este tipo es la siguiente: una funcion f acotada en [a, b] es integrable en [a, b] si, y sélo si, el conjunto
D de puntos de discontinuidad de f tiene la siguiente propiedad: para cada e > 0 existe una sucesion de intervalos [ag, bol, [a1, b1 ], .. ., [an, bal, ...
tal que la reunion de todos ellos contiene Dy 3. (b; —a;) < €. Para ver el significado de esta suma infinita, consultese el capitulo 6. A efectos
practicos, sin embargo, las propiedades enunciadas en el texto son generalmente suficientes.
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Series numeéricas

Resumen teérico

Series

B Una serie de numeros reales es un par de sucesiones ((a,), (s,)) tales que s, = a; + --+ + a, para todo
natural n; la sucesion (a,) se denomina sucesion de términos de la serie y (s,) sucesion de sumas parciales.
La serie ((a,), (s,)) se denota por alguno de los simbolos

(o)
§ aVH ? an’ ? an .
n=1 n>1 n

Silim s, =5 € RU {+00, —c0}, entonces se escribe
n

y 5 se denomina suma de la serie. Observemos que hay un cierto grado de inconsistencia en el hecho de
utilizar el mismo simbolo para denotar la serie y su suma; sin embargo, en cada caso el contexto aclara —o
deberia aclarar- el significado que debe tener el simbolo.

Una serie es convergente, divergente u oscilante seguin que su sucesion de sumas parciales sea convergente,
divergente u oscilante. Si >, a, es una serie de términos no negativos (a, > 0 para todo n), entonces la
sucesion de sumas parciales (s,) es creciente y, por tanto, la serie sélo puede ser convergente o divergente,
pero no oscilante.

Determinar el caracter de una serie es averiguar si es convergente, divergente u oscilante. El caracter de
una serie no se modifica si se cambian un numero finito de términos de la serie, pero la suma de la serie
si puede cambiar.

Una primera condicién necesaria para la convergencia de una serie es la siguiente:

= Sila serie )}, a, es convergente, entonces lim a, = 0.
n

Sin embargo, esta condicion no es suficiente, pues la serie armonica Y, 1/n es divergente (v. problema
363) aunque la sucesion de sus términos tiene limite 0.
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La suma de dos series y el producto de una serie por un escalar se definen de forma natural:

Za,,+an = Z(an+bn), aZan = Z(aan).

n

La suma de dos series consiste en sumar las sucesiones de términos y sumar las sucesiones de sumas
parciales; el producto de una serie por un nimero real o consiste en multiplicar por a la sucesién de
términos y multiplicar por a la sucesion de sumas parciales. Las propiedades de estas operaciones son
exactamente las mismas que las de las operaciones correspondientes con sucesiones.

El comportamiento de la suma de series respecto a estas operaciones también es analogo al de las
sucesiones, como explicitamos a continuacion. En los enunciados siguientes, cuando A o B son oo,
sobreentendemos los mismos convenios respecto al significado de A + B que hemos establecido con los
limites de sucesiones en la pagina 84.

= Siy,a,=Ay,b, =B, conA,BeRU{+00,—00}ya eR, entonces

Zan+2bn=A+B, y aZan=ocA.

n

Determinar el caracter de una serie no es siempre inmediato y menos aun calcular su suma. Ciertas series
geométricas proporcionan ejemplos sencillos pero importantes de series para las que es posible calcular su
suma. Una serie geométrica es una serie de la forma Y, ar", cona # 0y r € R. El nimero r se denomina
razon de la serie y de él depende esencialmente el caracter de la serie, como se describe a continuacién.

Series geométricas. Sean a # 0 y r nUmeros reales. Entonces:

= La serie ), ar’ es convergente si, y solo si, |r] < 1. En este caso, su suma es

Zar”: lc_zr.

n>0

= Si|r| > 1 0or =1, entonces la serie ), ar" es divergente.

= Sir = —1, entonces la serie >, ar’ es oscilante.

Una serie )}, a, es telescopica si existe una sucesion (b,) tal que a, = =(b,,; — b,) para todo n. Para las
series telescopicas, tenemos el resultado siguiente.

Series telescopicas. Sea )., a, una serie telescépica, con a, = +(b,+; — b,) para todo n. Si la sucesion
(b,) es convergente, entonces ), a, €s convergente y su suma es

Zan - J_r(—b1 + lim b,,).

n>1
Otra propiedad que permite a veces calcular la suma de una serie es la siguiente.

Propiedad asociativa. Sea (a,) una sucesiéon y (k,) una sucesion de nimeros naturales estrictamente
creciente. Definamos la sucesion (b,,) por

b1=a1+---+akl, b2=akl+1+-~-+ak2, b,,=akn_l+1+---+akn,...
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Sila serie 3,51 a, tiene suma s € R U {+00, —oco}, entonces la serie )., b, tiene también suma s.

Mas informalmente, la propiedad anterior asegura que, si una serie Y., a, tiene suma s € R U {+o00, —co},
entonces la serie >, b, obtenida agrupando términos de la serie ., a, tiene la misma suma s.

Criterios de convergencia para series de términos positivos

B e series > @y, cONn a, > 0 para todo n, se denominan series de términos positivos (aunque se permite
gue haya términos iguales a cero). Los siguientes criterios se enuncian para series de términos positivos; sin
embargo, como ya se ha observado, el caracter de una serie no depende de los primeros términos, asi que
puede entenderse que a, > 0 para todo n a partir de algun natural k. Por otra parte, los mismos criterios
son también validos para las series en las que a,, < 0 para todo n a partir de algun k, ya que 3., ( — a,) es
convergente si, y sélosi, — >, a, lo es.

Criterio de comparacion ordinaria. Si 0 < a, < b, para todo n, entonces:
= ). b, convergente = 3, a, convergente.

= ) a,divergente = 3, b, divergente.

Criterio de comparacion en el limite. Sia, > 0y b, > 0 para todo n y existe el limite

entonces

= 5i0 < L < +o0, las dos series Y, a, Y 2., b, tienen el mismo caracter,;
» siL =0y ), b, converge, entonces };, a, converge;

= siL =+o00y ), b, diverge, entonces )., a, diverge.

. . a
Criterio del cociente. Si a, > 0 para todo n y existe lim —— = L € R U {+oco} entonces
oy

= L < 1 implica que ), a, es convergente;

= L > 1 implica que Y, a, es divergente.

Criterio de la raiz. Si a, > 0 para todo n y existe lim {/a, = L € R U {+o0}, entonces

= L < 1 implica que Y, a, es convergente;

= L > 1implica que Y, a, es divergente.

an

Criterio de Raabe. Si a, > 0 para todo n y lim n(l - ) = L € R U {+00}, entonces

ap—

= L. > 1 implica que Y, a, es convergente;

= L < 1implica que ), a, es divergente.
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Polinomios de Taylor, series de potencias
y series de Taylor

Resumen teérico

El polinomio de Taylor

B unrecrso para estudiar el comportamiento de una funcién en un entorno de un punto es aproximarla
mediante alguna otra funcion facil de evaluar, particularmente por un polinomio. En este apartado, se
asocia a cada funcion suficientemente regular un polinomio que la aproxima.

Sea f una funcién n veces derivable en el punto a. El polinomio de Taylor de grado n para f en a es el
polinomio

f'(@) = a) + I (@)

T X (x—a)* +-

Py(f,a,x) = f(a) +

(x—a)".

(n)
.+L4@

La diferencia R,(f,a,x) = f(x) — P,(f,a, x) se denomina resto n-ésimo de Taylor de la funcion f en el
punto a.

Para que exista la derivada n-ésima de f en q, la funcién =1 debe existir en un entorno U de a. Por tanto,
la condicion de que exista f™(a) puede sustituirse por las condiciones de que f sea n — 1 veces derivable
en un entorno U de a y n veces derivable en a.

Notemos que y = Pi(f, a,x) es la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f(a)).

Se cumplen las dos propiedades siguientes.

= El valor del polinomio P,(f, a,x) y el de todas sus derivadas hasta orden n en el punto a coinciden con
los de la funcioén f en este punto; es decir,

PO(f,a,a) = fPa), i=0,...,n.

= Si f(x) es un polinomio de grado n, entonces f(x) = P,(f, a, x). Ademas, si por divisiones sucesivas por
X — a se obtienen los cocientes g;(x) y los restos r;(x),

f) = (x — a)q1(x) + ro,
qi1(x) = (x — a)q2(x) + 1y,
¢@(x) = (x — a)g3(x) + 1y,

qn-1 = ()C - G)C]n + Fu-1s
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se cumple que

@ )

- rn717
(n=1)! n!

fla)=r, f(a)=n, -
. lim B(foan) 0
x—a (X — a)"

El limite anterior puede interpretarse en el sentido de que la similitud entre f(x) y P,(f, a, x) es mas acusada
cuanto mayor es el grado y cuanto maés cerca esté x de a.

Una funcion f es un infinitésimo en el punto a si lim f(x) = 0. Sean f y g dos infinitésimos en a. El
infinitésimo f(x) es de orden mayor que el infinitésimo g(x) si

o L) _
m ——:

=0.
x—a g(x)

Intuitivamente, esto significa que, cuando x tiende hacia a, la funcion f(x) tiende a 0 mucho mas répi-
damente que g(x); en cierto sentido, en las proximidades de a, la funcion f(x) es despreciable frente a
g(x). La notacién o(g(x)) representa una funcion de orden mayor que g(x). En este capitulo, utilizaremos
esencialmente la comparacion con las funciones de la forma x — (x — a)" con n natural y, especialmente,
en el caso a = 0. En ciertos contextos, no es importante precisar qué funcion f(x) se esta considerando,
sino que Unicamente importa que tenga la propiedad de que su cociente por (x — a)" tenga limite 0; esto
es lo que se indica con la notacién o((x — a)").

i
jfm 4

x—a (_x - a)” h

’

y 0 < r < n, entonces

o GO @y
Xx—a (X — (l)'”r x—a (_x — a)"*”

B

propiedades que pueden escribirse

o((x —a)")

(x = a)o((x = a)") = o((x = &)™), = o((x—a)"™").
(x—a)

Anélogamente, puede probarse que
o((x —a)") o((x — a)") = o((x — a)"™).
Si una funcion f es n veces derivable en a, su resto n-ésimo de Taylor R,(f,a,x) es de orden mayor

qgue g(x) = (x — a)", por lo que la funcion f puede escribirse f(x) = P,(f,a,x) + o((x — a)") 0, mas
explicitamente,

@

n!

@ =fa@+ e~ a

ay +---++

+ J%(x - (x—a)"+o((x—a)").
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La formula anterior se conoce como desarrollo de Taylor de grado n de la funcién f en en el punto a.’

Describimos, a continuacion, el comportamiento de los polinomios de Taylor respecto a las operaciones
con funciones. Enunciamos los resultados en el punto 0. Los resultados correspondientes en un punto a
se obtienen mediante el cambio de variable x = f = x — a.

Sean f'y g dos funciones con derivadas n-ésimas en el punto 0y sean p = P,(f,0,x) y ¢ = P,(g,0,x) los
correspondientes polinomios de Taylor de grado n. Entonces,

Si ay B son numeros reales, el polinomio de Taylor de grado n de af + g en el punto 0 es ap + Bg.

= El polinomio de Taylor de grado n de f - g en el punto 0 es el polinomio obtenido de pg suprimiendo los
términos de grado > n.

= Si g(0) # 0, el polinomio de Taylor de grado n de f/g en el punto 0 es el cociente de la divisién de p por
g segun potencias de x crecientes hasta el grado n incluido.

= Sj F es una primitiva de f en un entorno de 0, el polinomio de Taylor de grado n + 1 de F en el punto 0
es la primitiva P de p tal que P(0) = F(0).

= Si f(0) = 0, el polinomio de Taylor de grado n de g o f en el punto 0 es el polinomio obtenido de g o p
suprimiendo los términos de grado > n.

A continuacién, detallamos los desarrollos de Taylor de grado n en @ = 0 de algunas funciones.

x2 n
-e:1+F+2—!+ “+ — 4+ o(x")

2 2 X X"
sln(l+x)=x—=+=— =+ + (= 1)""=+o(x".
n(x)x234 ()nO(x)

(1+x)* :(g)+(clx)x+(§)x2+---+(:)x"+0(x"),

donde o es un numero real y, para todo entero k > 0,

al aa-D---(a-k+1)
k) k! ‘

x3 5 7 2n+1

— — - 1\ 2n+1

= SenX = X 3!4-5! 7!+ + ( 1)7(2n+1)!+0(x ).
x2 x4 6 nx2n o
-cosx:1—5+ﬂ—a+---+(—l) _(Zn)!+0(x ).

1.3 1-3---Qn-1)

3, Sy 24 L o2,
23" T24.5" A amenelt Tow)
X3 2n+1

X
. t =X - — — .. —1)
arctanx = x 3+5 + ( )2n+1

= arcsenx = x +

° En el caso particular a = 0, el desarrollo suele denominarse de MacLaurin, aunque en este texto nosotros no utilizaremos esta terminologia.
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487
(- DG )
,; m(x -5)".

488

Z (= 1)y'x)™
2n '

n>2
489

L (x/2)"
Z(_ Dot

n>0

490

n

>
ar+ b’

n=0

(a>b>0).

491

-n

€ n
Zn+1x'

n=0

Hallar el dominio de convergencia y la suma
de las siguientes series.

492
Z Qn* = n + 3

n=0

493
n+3
3 n
;( ) n+2
494
Z(— 1)"Q2n + D"

n=0

495
n+1

Consideremos la serie de potencias Z

n!
n>0

1) Hallar su dominio de convergencia.

2) Hallar su funcion suma.
n+1

3) Sumar la serie numérica Z

|
n>0 n:

496

Demostrar que, para todo real x,

Sen ! n+l 22” § 2n
f d_Z( Y n(2n)' '

Indlicacion: Sea F(x) el término de la izquierda. Te-
nemos F’(x) = sen” x/x. Utilizar el desarrollo del
problema 466 e integrar.

Desarrollar en serie de potencias centrada en
el origen las siguientes funciones.

497
fw =22
498

o= fEE
499

f@= 5—x;3++4;€x_+167 '
500

J® =3 ifzs'

501

)= V1 + 2.

502

1
+x*

Sea f(x) = I
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1) Calcular la serie de Taylor de f(x) en x = 0. 3) Calcular
2) Calcular la serie de Taylor de la funcién

3/4
x f S de
f f(@t)dt 0
0

con un error inferior a 0,005.
en x = 0y su radio de convergencia.
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Funciones de varias variables

Resumen teérico

El espacio euclidiano R”

B Los elementos del conjunto R” se denominan vectores o puntos, dependiendo del contexto en que prefe-
rentemente se consideren. Recordemos que R” tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones
siguientes: siu = (uy,...,u,)yv=(v,...,v,) sonelementos de R"y A € R, lasuma deuy v es el vector
u+v=(u +vy,...,u,+v,),yelproducto de h poru es el vector Ax = (Axy, ..., Ax,). En este contexto, los
elementos de R" se denominan vectores y los nimeros reales, escalares. Si se quieren remarcar aspectos
mas geométricos, los elementos de R” se denominan puntos y sus componentes se suelen denominar

coordenadas.
Dados un punto x = (x1,...,x,) y un vector v = (vy,...,V,), existe un unico puntoy = (v,...,y,) tal
quey;—x; = v;paratodoi =1,...,n, que es el punto de coordenadas y; = x; +v; paratodoi =1,...,n.

En estas condiciones, es natural utilizar las notacionesy = x + vy v = y — x; el par ordenado (x,y) se
denomina el representante de v de origen X y de extremo'y.

El producto escalar de dos vectores u = (uy,...,u,) y v = (vi,...,V,) es el nimero real
u-v=uvy+--+u,v,,
y tiene las siguientes propiedades: para cualesquiera vectores u, vy w, y todo escalar A, se cumplen

su-V=V-u
su(v+w)=u-v+u-w,
= (A)-v=Mu-v)=u-(Av).

La norma o mdédulo de un vector u = (uy, ..., u,) es el nimero real
_ _ 2 2
ull = Vva-u= ju;+...+u,.

Para cualesquiera vectores uy v y para todo escalar A, se cumplen

* flull = 0;

= ||ul| = 0si, ysélosi, u=0;
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« |l = [A] - Juall;

o fJu A+ i< [l + (vl
Un vector v es unitario si ||v|]| = 1.

Suponemos conocido el concepto de dngulo que forman dos vectores. Sefalemos que, si a. es el &ngulo
que forman los vectores u y v, entonces

u-v=|ul-]|v|]-cosoa.

Topologia de R”

B L distancia entre dos puntos X = (xy,...,x,) ey = (y,...,y,) de R", denotada por d(x, y), es la norma
del vectory — x:

dx,y) = lly = xll = V1 =x)? + -+ O — %)%
Para cualesquiera puntos X, y, z, se cumplen las propiedades siguientes:

» d(x,y) > 0;

= d(x,y) =0si,ysolosi, x =y,

= d(x,y) = d(y,x);

» d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (desigualdad triangular).

Dados un punto a y un numero real r > 0, se define la bola de centro a y radio r, denotada por %, (a),
como el conjunto de puntos cuya distancia a a es menor que r:

H(a)={xeR" : d@a,x)<r}

Para n = 1, este concepto coincide con el que ya se ha visto de entorno de un punto, razén por la cual
a veces utilizaremos la palabra entorno de a como sinénimo de bola de centro a; para n = 2, la bola de
centro a 'y radio r es un circulo de centro a y radio r, excluida la circunferencia.

Sea A un subconjunto de R”. Un punto a de R” es un punto frontera de A si todo entorno de a contiene
puntos de A y puntos que no son de A. La frontera de A es el conjunto formado por todos los puntos
frontera de A, y se denota por .Z#(A). Notemos que un punto frontera de A puede pertenecer o no al
conjunto A, por lo que, en general, #(A) puede contener puntos de A y puntos que no son de A. Un
conjunto A es cerrado si contiene todos los puntos de su frontera, es decir, si .% (A) C A; y un conjunto es
abierto si no contiene ningun punto de su frontera, es decir, siA N % (A) = 0. (Subrayemos la obviedad
de que abundan los conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados.)

El conjunto A = AU.Z(A) se denomina adherencia o clausura de A; ciertamente, un conjunto A es cerrado
si, y solo si, A = A. El conjunto A= A \ .Z(A) se denomina interior de A; vemos que A es abierto si, y sélo

si, A =A. Los conjuntos abiertos pueden también caracterizarse por la siguiente propiedad: un conjunto A
es abierto si, y so6lo si, todo punto de A tiene un entorno contenido en A.

Un conjunto A esta acotado si esta contenido en alguna bola; equivalentemente, si estd contenido en un
producto de intervalos (v. problema 505).
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Si un subconjunto de R" es cerrado y acotado, se dice que es compacto. El concepto de compacidad es de
gran importancia en relacion con la continuidad de funciones, como veremos mas adelante.

Un punto a € R" es un punto de acumulacion de un conjunto A si toda bola centrada en a contiene algun
punto de A distinto de a. Esto es equivalente a decir que toda bola centrada en a contiene infinitos puntos
de A (v. problema 506).

Funciones de varias variables: conceptos generales

B scann y m numeros naturales. Una funcién de n variables reales es una aplicacion f: D — R™, donde D
es un subconjunto de R* denominado dominio de f. Sim = 1, se dice que f es una funcion real o escalar.
Sim > 2, se dice que f es una funcién vectorial (o también m-vectorial). La funcién f hace corresponder a
cada elemento x = (x1, X3, ...,X,) € D exactamente un elemento y € R”, el cual se denota por y = f(x);
en este caso, se dice que y es la imagen de X y que X es una antiimagen u original de y. El conjunto de
imagenes se denota por f(D) y se denomina el recorrido o la imagen de f.

Asociadas a una funcién vectorial f: D — R™, con D C R”, existen m funciones escalares fi,...,f,, de
dominio D definidas por la propiedad

fX) = (fix),....fu(X),

es decir, fi(x) es la i-ésima coordenada de f(x) para cada x € D. Las funciones f; se denominan coordenadas
de f, y suele utilizarse la notacion f = (fi,fa, ..., m). A menudo, el estudio de una funcién vectorial se
reduce al estudio de sus funciones coordenadas, por lo cual, si no se dice lo contrario, siempre nos
referiremos a funciones reales, es decir, al casom = 1.

Como en el caso de una variable, habitualmente queda definida una funcién mediante una expresién que
permite calcular la imagen que corresponde a cada elemento, pero sin explicitar el dominio. En este caso,
se sobreentiende que el dominio es el conjunto de puntos de R”" para los que la expresion dada tiene
sentido, es decir, el conjunto de puntos para los que es posible calcular la imagen.

Sea f una funcion real de dominio D € R”. El conjunto de puntos de R"*! de la forma (x;, X2, . . ., X, f (X)),
con x = (x,x,...,%,) € D, se denomina gréfica de f. Como ya sabemos, para n = 1 la gréafica es
habitualmente una curva de R%. Para n = 2, la gréfica es usualmente una superficie de R?. En relacién
con las graficas, son de utilidad los denominados conjuntos de nivel de f. Sea k € R. El conjunto
C.=1{xeD : f(x) =k} se denomina conjunto de nivel k de la funcién f. Para n = 2, se trata de curvas
de R? que reciben el nombre especifico de curvas de nivel de f.

Los conceptos de inyectividad, operaciones con funciones y cotas superiores e inferiores son completamente
anéalogos a los conceptos correspondientes para funciones de una variable.

Limites y continuidad

| Sean f una funcioén real de dominio D y a un punto de acumulacion de D.

El limite de f en a es el nimero real £ si, para cada entorno Z.(€) de ¢, existe un entorno As(a) tal que
todos los puntos x € D N (%s(a) \ {a}) tienen sus imagenes en H.(£). Equivalentemente, si para cada

€ > 0 existe un 8 > 0 tal que

xeDyO<d@ax)<0 = |fx)-{ <e.
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Apéndice
Las conicas

Secciones cénicas

O en diferentes capitulos del texto, hay referencias a elipses, parabolas e hipérbolas, que son las curvas
conocidas genéricamente como conicas. En este apéndice, proporcionamos una descripcién esquematica
de las conicas, especialmente de sus ecuaciones cuando los ejes de simetria son paralelos a los ejes
coordenados.

El nombre de conicas proviene del de secciones conicas, puesto que son curvas que se obtienen al
intersecarse un cono y un plano.

Consideremos dos rectas en el espacio, e y g, que
| se cortan en un punto v y que forman un angulo
o < 7/2. Silarecta g giraentorno ala recta e man-
teniendo el dngulo a que forma con e fijo, genera
una superficie denominada cono de revolucion. La
recta e se denomina eje del cono, la recta g es la
generatriz y el punto v el vértice (v. figura 8.10).

s Consideremos ahora un plano  que no pasa por
el vértice del cono y que forma un angulo {3 con el
eje. Si a < P, la interseccién del plano y el cono
es una curva cerrada que se denomina elipse; en el

v caso particular de que el plano sea perpendicular
al eje (B = m/2), se obtiene una circunferencia. Si
o = P, es decir, si el plano es paralelo a la generatriz,
entonces la interseccion es una curva denominada
parabola. Finalmente, si o > B, la interseccion es
una curva con dos ramas que se denomina hipérbo-

la (v. figura 8.11).

Por lo que aqui nos interesa, sin embargo, resul-
ta mas eficiente dar descripciones geométricas de
cada tipo de conica. En los apartados siguientes, da-
mos estas definiciones y la ecuaciones mas usuales
de las conicas.

Fig. 8.10 Cono de revolucién
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Fig. 8.11 Secciones cénicas

O La elipse

Una elipse es el conjunto de puntos del plano cuya
suma de distancias a dos puntos dados es constan-
te.

Mas formalmente, sean £, y f, dos puntos distintos
del planoy 25 un numero real, con 2s > d(f;, f,). La
(@ B) % elipse definida por 2sy focos f; y f, es el conjunto de

’ puntos x del plano tales que d(x, f;) +d(x, f,) = 2s.
Los puntos f; y f, se denominan focos.

\‘\
S
Q

La curva asi definida tiene dos ejes de simetria per-
pendiculares, cuya interseccion es el centro de la
elipse. La distancia maxima del centro a cualquier
Fig. 8.12 Elipse punto de la elipse se denomina semieje mayor, y
la distancia minima se denomina semieje menor. El
numero s anterior es uno de los semiegjes.

La ecuaciéon de una elipse cuyos ejes de simetria son paralelos a los ejes coordenados y que tiene centro
en (a, P)y semiejesay b es

G-of  O-F

o b 1 (figura 8.12).
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