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Introduccid

Per cursar qualsevol carrera d'enginyeria és necessari tenir uns bons fonaments en les disciplines cientifiques
basiques, com és el calcul. Aquest llibre, fruit de la nostra experiencia docent durant els darrers anys, pretén
posar a I'abast de I'estudiantat de les assignatures Calcul Ii Calcul Infinitesimal | de I'Escola Técnica Superior
d’Enginyeries Industrial i Aeronautica de Terrassa (ETSEIAT) un resum complet de la teoria que s'imparteix en
ambdues assignatures. Aquest resum teoric va acompanyat d'una extensa colleccié de problemes resolts,
gue creiem que pot ajudar la persona interessada a entendre millor i consolidar els conceptes teorics.
Alhora, els problemes resolts es poden utilitzar com a model en el moment que I'alumnat hagi de resoldre
altres problemes de forma autdonoma. Per afavorir aquest aprenentatge autonom, s’ha inclos un recull de
problemes per resoldre (@mb les seves solucions respectives).

El llibre esta dividit en vuit capitols. Als sis primers, es tracten els temes classics d'un curs de calcul d'una
variable. El primer esta dedicat als nombres reals i complexos. El segon, als conceptes basics de les funcions
d’una variable real, com les operacions amb funcions o I'esbés de la grafica d'una funcié en coordenades
polars. Al tercer capitol, s'estudia el concepte de limit d'una funcié en un punt, la nocié de funcié continua i
les seves propietats. El capitol quart esta dedicat a la derivacio de funcions i les seves aplicacions. Al cinque,
s'introdueix la integral de Riemann per a funcions d’'una variable, es veuen métodes per determinar
primitives i s'estudien aplicacions de la integral al calcul d'arees planes, de volums de cossos de revolucié
i de volums de cossos de seccié donada. Al capitol sise, s'estudien les successions i les séries, comencant
pel principi d'induccié matematica i acabant amb les series de potencies, tant reals com complexes, que
seran d'utilitat en assignatures posteriors.

La materia del capitol seté, que hem titulat Conceptes previs, no forma part, estrictament parlant, del
programa de les assignatures de calcul que s'han mencionat anteriorment. Tanmateix, ens ha semblat
oportu incloure en aquest capitol un breu resum de resultats teorics i practics que, suposadament, ja
haurien d’'haver estat explicats en assignatures previes. Com que sovint aguesta suposicié no és del tot
certa, es recorden les beceroles del calcul. Per exemple, es repassen propietats dels polinomis o conceptes
basics de geometria, com ara les férmules per calcular arees d'algunes figures planes o volums de solids
regulars. També hi ha un resum de trigonometria plana i de geometria analitica. Es recorda com es
resolen equacions de diversos tipus (polinomiques, irracionals, trigonomeétriques...) i es repassa el calcul de
derivades i el de primitives. Cal destacar que aquest capitol comenca amb un test que serveix per mesurar
els coneixements inicials de I'alumne o I'alumna. D'aquesta manera, cada estudiant pot decidir en quins
aspectes ha d'aprofundir més o menys. Finalment, el capitol vuité conté les solucions del test i de tots els
problemes proposats al llarg del text. També s'ha inclos un index alfabétic per facilitar la localitzacio dels
conceptes.
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Per acabar, volem agrair la collaboracié¢ dels companys i les companyes de la Seccié de Terrassa del
Departament de Matematica Aplicada Il; alguns d’ells han aportat desinteressadament problemes que ara
formen part d'aquest recull; d'altres han contribuit amb els seus comentaris a configurar el material que
finalment s'hi ha inclos. També volem donar les gracies a Edicions UPC, que s'encarrega de I'edici¢ i la
difusio d'aquest llibre.

Terrassa, mar¢ de 2008

M. C. Leseduarte, M. D. Llongueras i A. Magafa
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Els nombres

1.1 Diferents classes de 1o mib e s m————————————

Els primers nombres que vam coneixer, ja de petits, van ser els nombres naturals. Sorgeixen de la necessitat
de comptar: N = {1,2,3,4,...}. Aquests, perd, no son suficients per descriure moltes situacions quoti-
dianes elementals, com ara una quantitat de diners que devem a algu, una temperatura sota zero... Des
d’'un punt de vista estrictament matematic, la insuficiéncia de N es manifesta en intentar resoldre I'equacié
X+ b =a, que només té solucié en N si a és més gran que b.

Per tal de resoldre aquest tipus de situacions i d'altres de semblants, es construeix el conjunt dels nombres
enters: Z={...,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...}. Tanmateix, si volem repartir equitativament un litre de suc
de taronja entre 3 persones, la quantitat exacta que correspon a cadascuna d’elles no es pot expressar
mitjancant un nombre enter. Com abans, des d'un punt de vista matematic, equacions del tipus g-X = p
(amb g # 0) no sempre tenen solucié en Z.

Necessitem, doncs, un altre conjunt més gran que Z, on les questions anteriors tinguin resposta. Aquest
conjunt és el dels nombres racionals: Q = {X = g 'p,gE€Z,q# 0}. D’aquests quocients entre dos nom-

bres enters, en diem fraccions. Hi ha infinites fraccions que representen el mateix nombre racional; penseu,
per exemple, en % % % Es diu que dues fraccions son equivalents si representen el mateix nombre racio-
nal. De totes les fraccions equivalents a una donada, s"anomena fraccid irreductible aquella tal que el maxim
comu divisor (m.c.d.) del denominador i el numerador és 1 (és a dir, g és irreductible sim.c.d.(p,q) = 1).

Observem que tots els nombres naturals sén enters i que tots els enters sébn nombres racionals. Notem
també que hem considerat el 0 com a nombre enter perd no natural. Malauradament, tots aquests nombres
son insuficients per mesurar exactament determinades longituds.

Per exemple, donat un triangle rectangle amb catets
d’una unitat, quant fa exactament la hipotenusa? Si
designem per X la hipotenusa i apliquem el teorema
X de Pitagores (figura 1.1), tindrem x> = 1+1, d’on
1 X = v/2. Pero resulta que /2 no és racional. Com
ampliem ara el conjunt de nombres?

Fig. 1.1 Diagonal v/2
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1.2 Els nombires e 01 1

Els nombres reals constituiran el suport del nostre curs. En aquesta seccié, veurem com es representen i
quines propietats tenen.

Representacié dels nombres sobre una recta

Considerem una recta i, en un punt arbitrari, hi colloquem el nimero 0 (aquest punt I'anomenarem
'origen). A la dreta del 0, a una distancia indeterminada que podem triar com vulguem, hi colloquem el
numero 1, /a unitat. Els altres nombres queden fixats sobre la recta: els naturals ordenats cap a la dreta del 0
separats un del seglient per una unitat. Analogament, pero cap a I'esquerra, hi afegim els enters negatius.

Per dibuixar els racionals, dividim la unitat en parts iguals, tantes com indica el denominador, i n’agafem
les que indica el numerador partint del O i tenint en compte el signe. Entre dos racionals qualssevol, hi ha
un altre racional (sabrieu dir-ne cap?). Amb tot aixd queden a la recta molts “forats”, com ara, V2, T,e...
Aquests “forats” representen els nombres irracionals i els designarem per R\ Q. Finalment, la reuni6 de
tots els nombres que hem exposat constitueixen el conjunt dels nombres reals i els designarem per R. La
figura 1.2 esbossa aquest conjunt. Tenim R = QU (R\ Q).

—-41/3 1/2 e
| [ | |
I 1 I '
-3 -2 -1 0

origen  unitat

Fig. 1.2 Els nombres reals

Els irracionals es designen R \ Q perqueé representen el complementari de Q dins R. Clarament, les relacions
d’inclusié entre els conjunts numeérics que hem descrit sén

NCZCQCR
R\QCR

A cada nombre real, li correspon un Unic punt de la recta i, a cada punt de la recta, li correspon un Unic
nombre real. Aixi, la recta s"anomena recta real. D'aquesta manera, parlarem indistintament de nombres i
de punts (figura 1.3).

x nombre real R . e .
infinits racionals infinits irracionals

R
e recta rea H~+—

a b

punt

Fig. 1.3 Equivaléncia entre nombres reals i punts Fig. 1.4 Densitat dels racionals i els irracionals dins R

Propietat de densitat de Qi R\ Q en R
Entre dos reals diferents qualssevol hi ha infinits racionals i també infinits irracionals. Per tant, no podem

agafar cap segment de la recta real que estigui format només per racionals, o només per irracionals (com
ilustra la figura 1.4). D'aixo, se'n diu propietat de densitat de Q i de R\ Q en R.

s 12 Calcul d’una variable © Els autors, 2009. © Edicions UPC, 2009



Ordenacié dels nombres reals

Els nombres situats a la dreta de I'origen sén els
negatius positius positius i els de I'esquerra, els negatius (figura 1.5).
o Utilitzem els simbols <,>,= per establir la posi-
Cio relativa entre dos punts en la recta. Els podem
| ® | combinar i obtenim els nous simbols <, >.
a 0 b . N .
L'expressio a < b significa que a és més petit o

igual que b, i, analogament, a > b significa que a
és més gran o igual que b. Aleshores, son certes les
expressions

Fig. 1.5 Orientaci6 dels nombres reals

5«7, 4<9, 7<7, 7=7, 6>2, 8>3, 1>1;
en canvi, son falses les expressions 7 <7, 5>5, 3> 5.

A I'hora de manipular expressions amb desigualtats, hem de tenir en compte les regles segients.

Propietats de les desigualtats. Per a qualssevol nombres reals a, b, ¢, es compleix:

= a<b i b<c= a<c.
= a<b=— at+c<b+c i a-c<b-c.
= a<b i c<d= atc<bid.

{ac<bc si ¢>0.
= a<bh =

ac>bhc si ¢c<O.

En particular, a< b — —b < —a.

1 1
] 0<a<b:>a>—>0.

b
= a<0<b21<0<1.
a b
] a<b<0:>0>1>1.
a b

Intervals i semirectes

Els intervals i les semirectes (o intervals no fitats) sén subconjunts notables de R. Per comoditat, a I’'hora de
designar-los (i per altres avantatges), introduirem els simbols +oo i —eo. Convé insistir especialment en el
fet que oo i —oo N0 sON NOMbres. Més endavant també es fara palesa la seva utilitat en I'estudi dels limits.

= Interval obert
(a,b)={xeR:a<x<b}

® @
=®
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= nterval tancat
[a,b]={xeR:a<x<b}

L O
a b
= Intervals mixtos
[a,b) ={xeR:a<x<b} ® &
a b
(a,b]={xeR:a<x<b} & Py
a b
= Semirectes obertes
(a,4) ={xeR:x>a} o >
a
(—oo,b) ={x€R:x<b} < ©
b
= Semirectes tancades
[a,+)={xeR:x>a} ® >
a
(—oo,b] ={xeR:x <Db} < o
b

Inequacions

S’anomena inequacio tota desigualtat algebraica en que apareixen nombres i
incognites. El conjunt de nombres que compleixen la desigualtat s'anomena so-
lucié de la inequacio.

En el procés de resolucié de les inequacions, cal tenir en compte les propietats de les desigualtats.

Exemple 1.1

2
Resolem la inequacio
X+1

< 1. Es compleix que

2x—1 2x—1 X—
<1l <— -1<0 <—

X+1 Xx+1

Per tant, cal considerar els casos en qué el numerador sigui positiu o 0 i el denominador negatiu, o bé que

el numerador sigui negatiu o 0 i el denominador positiu:

x—2 >0 b x—2 <0
x+1 <0  °° yx+1 >0

N

<0

[l ‘

i aixi,

—
xX X
A
||\)
[EN
(@]
(lon
D
—
xX X
VA
| N
H

Finalment, el conjunt soluci¢ és:  x € (—1,2].
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Suprem, infim, maxim i minim

Sovint ens interessara situar un conjunt determinat dins la recta real, en el sentit de conéixer nombres que
en limitin I'abast; per exemple, nombres que siguin més grans o iguals que tots els elements del conjunt.

Definicié 1.2 Sigui A un conjunt de nombres reals.
= Un nombre k € R és una fita superior de A, si X <k, Vx € A.
= Un nombre k € R és una fita inferior de A, si X >k, Vx € A.

Obviament, si k € R és una fita superior (resp. inferior) de A, aleshores qualsevol nombre real més gran
(resp. petit) o igual que K també n’és fita superior (resp. inferior).

Definicié 1.3 Sigui A un conjunt de nombres reals.
= Si A té alguna fita superior, s'anomena conjunt fitat superiorment.
= Si A té alguna fita inferior, s"anomena conjunt fitat inferiorment.

Un conjunt fitat superior i inferiorment es diu conjunt fitat.

Exemples 1.4

Estudiem uns quants conjunts de nombres reals.

a) Elsintervals [0,1] i (0,1) sén conjunts fitats. En efecte, qualsevol nombre més gran o igual que 1 n'és
fita superior, i qualsevol nombre negatiu o 0 n’és fita inferior. Aixi, el conjunt de les fites superiors és
[1,+00), i el de les fites inferiors, (—ee,0].

b) El conjunt dels nombres naturals és fitat inferiorment, perd no superiorment, en R. Es evident que
1 <n, Vh e N. Per tant, I'1 i qualsevol nombre real menor que 1 sén fites inferiors de N. En canvi, no
existeix cap nombre real més gran o igual que tots els nombres naturals a la vegada.

¢) El conjunt dels nombres racionals no és fitat, ni superiorment ni inferiorment.

Definicié 1.5 Sigui A un conjunt de nombres reals.

= Si A és fitat superiorment, la més petita de les fites superiors de A s'anomena el suprem del conjunt A
i es designa per SUpA. Quan SUpPA € A, aquest nombre s'anomena e/ maxim del conjunt A i s'escriu
maxaA.

= Si A és fitat inferiorment, la més gran de les fites inferiors de A s'anomena /'infim del conjunt A i
es designa per infA. En cas que infA € A, aquest nombre s’anomena e/ minim del conjunt A i es
designa per minA.

Els conjunts fitats superiorment tenen suprem, perd no sempre tenen maxim. El maxim d’un conjunt, quan
existeix, és I'element més gran del conjunt. Analogament, els conjunts fitats inferiorment tenen infim; en
canvi, I'existéncia del minim depén de cada cas.
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Funcions

2.1 Concepies b isics mmmmmm—
En aquest capitol, estudiarem les funcions reals d'una variable real.

Una funcié expressa la idea que una quantitat depén o esta determinada per una altra o altres. Per
exemple, la longitud d'una circumferencia depén de la longitud del seu radi, el volum d'un cilindre depéen
de la longitud del radi de la base i de I'altura, el cost de produir un article determinat depen del nombre
d'articles produits, de la ma d’obra...

Definicié 2.1 Una funcié dels nombres reals als nombres reals és una relacié que fa correspondre a
cada nombre real (d'un conjunt determinat anomenat domini) un altre nombre real, d’'una manera
Unica. També s’anomena funcio real de variable real.

Usualment, per expressar simbolicament aquesta relacié es fa servir la notacié seguent:

f:DCR — R
X — y=f(x)

La f representa la relacié de dependeéncia que existeix entre la X i la'y, D és el domini de la funcié, i el fet
d'escriure y = f(X) vol dir que hi ha una forma explicita (una formula) que permet calcular la'y a partir de la
X. Diem que X és la variable independent, i y la variable dependent. Evidentment, les lletres per representar
les variables poden ser unes altres.

Quan no s'especifica el domini d'una funcio, s'entén que aquest és el conjunt de R més gran possible. En
notaci6 abreujada:

Dom(f)={xeR|JyeR:y=1f(x)}.
De vegades, també és interessant coneixer el conjunt imatge, recorrequt o rang de la funcié. Aquest esta
format per tots els nombres reals que s'obtenen en aplicar la funcié a tots els nombres del seu domini. En

notacio abreujada:

Im(f)={yeR|IxeR:y="1(x)}.

© Els autors, 2009. © Edicions UPC, 2009 Funcions 37 m—



Exemple 2.2

Considerem la funcié f(x) = X (o, simplement, y = x?). Es clar que el seu domini és tot R, atés que
qualsevol nombre real es pot elevar al quadrat. Tanmateix, la seva imatge és el conjunt dels nombres reals
més grans o iguals que 0.

Prenent un sistema de referéncia cartesia (és a dir, una recta horitzontal i una altra de vertical que es tallen
en un punt distingit, que anomenarem /‘origen de coordenades), és possible representar graficament una
funcié donada explicitament. A I'eix horitzontal (o eix d’abscisses), hi posarem les X, i a I'eix vertical (o eix
d’ordenades) les y. Aleshores, la grafica d'una funcio y = f(x) esta formada per les parelles de punts (X,y)
de R? tals que y = f(x), essent x un nombre del domini de f.

Exemple 2.3

A la figura 2.1 veiem, a I'esquerra, un esbos de la grafica de la funcié y = X2 i a la dreta, un de la funcio
y = [X] (anomenada part entera de X).

y
[ )
part entera
2 —o
y 1 *—5
X
10 1 2 3 4
-3 2 -
(010) @ -1
Ol -2
Ol -3

Fig. 2.1 Les funcionsy =x* i y =[x

Atenent el comportament de la funcié, aquesta pot rebre diversos qualificatius.

Definicié 2.4 Diem que una funcié y = f(x) amb domini D és:

= Parella si f(x) = f(—x), peratotx € D.

= Imparella o senar si f(X) = —f(—x), per a tot x € D.

= Periodica si f(x) = f(x+KkT), T €R, ke Z (T és el periode de f).

= Creixent en A C D si, per a tot X;,X; € A, amb X; < X, es té f(xg) < f(x,).
Estrictament creixent en A C D si la desigualtat anterior és estricta.

= Decreixent en A C D si, per a tot X3, X, € A, amb X; < Xp, es té f(X1) > f(Xz).
Estrictament decreixent en A C D si la desigualtat anterior és estricta.

= Monotona en A si és creixent o decreixent en A.

Estrictament monotona en A si és estrictament creixent o decreixent en A.
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Exemple 2.5

a) La funcié f(x) = x? és parella, estrictament decreixent en I'interval (—eo,0] i estrictament creixent en
[0, 00).

b) La funcio f(x) = [x] és creixent en R, perod no estrictament creixent.

Exemple 2.6

a) Les figures 2.2 i 2.3 mostren les grafiques de funcions parelles i imparelles, respectivament.

b) La figura 2.4 mostra dos exemples de funcions periodiques.

VLNVZERE

Fig. 2.2 Funcions parelles

Fig. 2.3 Funcions imparelles

<

Fig. 2.4 Funcions periddiques de periode T
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¢) Les figures 2.5 i 2.6 corresponen a grafiques de funcions monotones creixents i decreixents.
d) Alafigura 2.7 podem veure les grafiques de dues funcions monotones a trossos.

y Z/
|
|
X : X
.
/ !
Fig. 2.5 Funcions creixents. La de la dreta és estrictament creixent
\ y y
X \a X
®
|
Fig. 2.6 Funcions decreixents. La de la dreta és estrictament decreixent
y
|
|
|
|
|
/ X
a °
|
Fig. 2.7 Funcions monotones
a trossos

Definici6 2.7
= Una funcio f(X) és fitada inferiorment en D C R si existeix un nombre real M; tal que M; < f(x),
VX € D; en aquest cas, M; és una fita inferior de f(X).

= Una funcio f(x) és fitada superiorment en D C R si existeix un nombre real M, tal que f(X) < M,,
Vx € D; en aquest cas, M, és una fita superior de f(X).

= Una funcio f(x) és fitada en D C R si ho és inferior i superiorment, és a dir, si existeixen nombres
reals My, M, tals que M; < f(x) < M,, ¥x € D.
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La definici6 anterior de funci¢ fitada és equivalent a dir que existeix un nombre real M > 0 tal que
|f(x)| <M, peratotx € D.

Exemple 2.8

La funci¢ f(x) = x? és fitada inferiorment perque, per exemple, f(x) >0, per a tot X € R. En canvi, no és
fitada superiorment ja que, per a qualsevol constant K € R, existeix un nombre real X tal que x> > K.
2.2 Les funcions el em e n il

En aquesta seccio, repassarem les funcions més usuals i n’introduirem algunes de noves.

Funcions polinomiques
Una funcié polinomica és del tipus
f(X) = ap+aX+a+ -+ aX"

amb @ € R, a, # 0 i n un nombre enter més gran o igual que zero. Evidentment, el domini d'una funcié
polindmica és R.

y=x'4+33—x2+x+2 Y Y
20; 20;
15 15 y= X+ 2X + X — X +X
10 10
5 5 4/\
-4 i X -1 1 2 3 %
-5 -5
-10 -10
-15 -15
-20 -20

Fig. 2.8 Polinomi de grau 4 amb un sol extrem i polinomi de grau 5 amb dos extrems
Sin =0, s'obtenen les funcions constants: f(x) = k. Les grafiques d’aquestes funcions son rectes horit-
zontals.

Sin=1, s'obtenen les funcions afins: f(x) = ax+Db. La grafica d'una funcié afi és una recta inclinada de
pendent a. Quan a > 0, la funcié és estrictament creixent i, quan a < 0, estrictament decreixent.

Sin =2, s'obtenen les funcions quadratiques: f(x) = ax®+bx +c. La grafica d'una funcié quadratica és
una parabola. Quan a > 0, la parabola decreix fins al seu vertex i a partir d'ell creix. Quan a < 0, primer
creix i després decreix.

A mesura que N augmenta, també augmenta la complexitat de les funcions polindbmiques. De vegades,
per fer I'esbés de la grafica d’una funcié polindmica, pot ser til conéixer el nombre d’extrems que té.
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Continuitat

3.1 Limit d’una funcié en Un [ U N T
La idea de limit és present de forma intuitiva en moltes situacions. Per exemple:

= una velocitat instantania és el limit de les velocitats mitjanes,
= |'area d'una regio limitada per corbes és el limit de les arees de les regions determinades per segments,

= |a suma d'infinits nombres es pot pensar com el limit d’una suma d’un nombre finit de sumands.

Definicié 3.1 Definicio de limit. Cauchy (€ — d).

Diem que una funcié f(X) té limit | € R quan X tendeix al
punt a si, per a cada € > 0, existeix un & > 0 tal que si
0 < |x—al| < 9, aleshores |f(x) — 1| <& (figura 3.1).

En aquest cas, escrivim

limf(x) = 1.

X—a

Fig. 3.1 Limit d’una funcié

Intuitivament, limf (x) = I significa que, quan X s’apropa al punt a (pero és diferent de a), la imatge f(x)

X—a

s'acosta a l.

Observacié 3.2 Siexisteix el limit d’una funcid en un punt, aquest és unic.

Analogament a la definicié de limit d’una funcié en un punt, podem considerar els limits laterals. Es tracta
de fer tendir la X cap a @, perd només per un costat, és a dir, 0 bé per la dreta, o bé per I'esquerra del punt
a.
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Definicié 3.3
= £/ limit de f(X) quan X tendeix al punt a per la dreta és | si, per a cada € > 0, existeix un & > 0 tal
que

si 0<|x—a| <& amb x> a, aleshores |f(x)—I| <e.

= Ellimit de f(X) quan x tendeix al punt a per I'esquerra és | si, per a cada € > 0, existeix un & > 0 tal
que

si 0<|x—a| <& amb x < a, aleshores |f(x)—1| <e.
Aquests limits els designem, respectivament, per

imfx)=1 i limf(x)=I.

x—at X—a—

Es clar que, per tal que una funcié tingui limit en un punt, és necessari i suficient que existeixin els limits
laterals i coincideixin:

limf(x) =1 <= limf(x) = lim f(x) =1I.

X—a X—a~ x—at

Eventualment, si considerem el limit d’una funcié en un punt extrem d’un interval tancat [a, b], només té
sentit el limit lateral per la dreta en a i el limit lateral per I'esquerra en b.

Val a dir que el concepte de limit és de tipus local; aixd significa que el limit d’una funcié en un punt a
només depén del comportament de la funcié en els punts propers al punt a. Encara més, ni tan sols és
necessari que la funcié estigui definida en a.

Teorema 3.4 Limits i operacions algebraiques. Siguin f(x) i g(x) funcions tals que lim f(x) =1, i
X—a
limg(x) =15, on ly,1, € R. Aleshores, les funcions f+g, f —gi f-g també tenen limit en el punt a i

X—a
es compleix que

w lim(f+g)(x) =11+ 1,

X—a

= lim(f —g)(x) =1, —I,.

X—a

= lim(f-g)(x) =1y 1,

X—a

= lim(A F)(9) = My, VA € R

A més, sil, # 0, llavors

. f Iy
= [im—(x) = =.
lim-~ () =
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Limits infinits i limits en l'infinit

Ampliem el concepte de limit per a les funcions tals que, per exemple, quan X s'acosta al punt a, la funcio
Creix tant com vulguem.

Definicié 3.5
= Ellimit de f(X) quan X tendeix al punt & és +oo si, per a cada M > 0, existeix un & > 0 tal que
si 0 < |x—a| <& aleshores f(x) > M.
= £l limit de f(X) quan X tendeix al punt a és —eo si, per a cada M < 0, existeix un & > 0 tal que
si 0 < |x—a| <& aleshores f(x) <M.
Aguests limits els designem, respectivament, per
limf(x) =+e i limf(X) = —co.
X—a X—a
Agui també tenen sentit els limits laterals i es compleix
limf(x) = teo <= lim f(x) = lim f(x) = foo.
X—a X—a— x—at
Per a la primera funcié f de la figura 3.2, se satisfa

lim f(X) = +oe, lim f(x) = —oo,

x—21 X—2~
i, per a la segona grafica de la mateixa figura, tenim

lim g(X) = oo, lim g(x) =0.

x—10+ x—10~

Fig. 3.2 Diferents comportaments de les funcions
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Ens preguntem també pel comportament de les funcions quan el seu domini és no fitat i la X es fa tan gran
o tan negativa com vulguem. Ara parlarem de X que tendeix cap a o i X tendeix cap a —o».

Definicié6 3.6

= £l limit de f(X) quan X tendeix a +eo és | € R si, per a cada € > 0, existeix un M > 0 tal que
si x> M aleshores |f(x)—1| <e.

= Ellimit de f(X) quan X tendeix @ —eo és | € R si, per a cada € > 0, existeix un M < 0 tal que
si X <M aleshores |f(x)—1| <e.

Aquests limits els designem, respectivament, per

limf(x)=1 i limf(x)=I.
Jim £(x) Jim £(x)
. Y
—— — — 135 — — — — e 1.5
y=1
e B it P
o0\7s 5 0.5 tgh x
1+4x2
By -2 -1 1 2 *
0.2 0.5
e T oo
4 4 6 y=-1
0.2 -1.5
Fig. 3.3 Comportament de les funcions f(x) = —>— | g(x) — tghx
19. 5. omportament de les tuncions = | =
g P 1+44x2 g g

Com a exemples, observem les grafiques de la figura 3.3. Tenim

5x? 5x? 5
Iim -—— =1Iim-——-=-, limtghx=1, Ilimtghx=—1.
x—otoo L F+4AX2  xo—ww 1 4+4X2 47 xote g X——co g

A la segona grafica de la figura 3.2, veiem que lim g(x) = —3.

X——oo

Finalment, també es pot parlar de limits infinits en I'infinit: 1im f(X) = 4 de forma analoga als anteriors.
X— oo

Per exemple, 1im € = +eo. La funcié de la dreta de la figura 3.2 compleix lim g(x) = —eo.
X—foo X——too

Operacions amb infinits
Quan operem amb limits infinits no podem aplicar els resultats del teorema 3.4. També hi ha algunes

operacions que no es poden fer directament amb limits que valen 0. Tanmateix, esbossem primer un
esquema de les operacions que no representen cap dificultat.
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Amb la suma:

f g f+g
oo a oo
— oo a —oo
Amb el producte:
f g f-g
—oo —o0o o0
—+oo —o0 —oo
a>0 +oo +oo
a>0 —oo —oo
a<0 oo —oo
a<0 —oo +oo
Amb el quocient:
f 1/f
oo 0
0, f>0 Hoo
0, f<0 —o

De vegades, ens trobem amb limits que no tenen un resultat immediat perqué no podem aplicar cap
regla o propietat. Aleshores tenim una indeterminacié i hem de fer-ne un estudi concret en cada cas. Les
indeterminacions sén:

0
0!

00 — oo, O-oo,

Algunes es poden resoldre simplement manipulant I'expressié de les funcions que hi apareixen; en canvi,
d’altres necessiten eines més sofisticades i les deixarem per al capitol de derivacié.

Vegem, per exemple, per qué parlem de la indeterminaci¢ =. El quocient de limits de la forma = no sempre
dona el mateix resultat; a priori, no podem concloure res. Considerem els limits seglents

lim x% = 400, Iim X = +oo.

X—>+oo X—r+oo
Tenim

L X 4o X oo
lim — = —, - =—
X—4oo X ~+o0 X— o0 X3 ~+o0

indeterminacions del mateix tipus, pero els resultats sén ben diferents. Es immediat calcular-los:

3
. X . , X .1
lim = = lim x* = 4o, lim = = lim = =0.
X—eo X X—r-o0 X0 X3 X—too X2
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Derivacio

4.1 Definicié i interpretacié del concepte de derivado e ————————

A continuacio, introduim un dels conceptes clau de I'analisi matematica: la derivada d'una funcié.

Definicié 4.1 Sigui una funcié f : D — R, on D és un interval, una semirecta o tot R. Diem que f
és derivable o diferenciable en a € D si existeix el limit

lim f(a+ hr)]— f(a) (%)

h—0

i és finit. En aquest cas, el valor del limit s'anomena derivada de f en a i el designem per f'(a).
Si el limit és +e0 0 —oo, diem que f té derivada infinita en a.

Si diem que f té derivada en &, s’entendra que f'(a) € R.

El limit de la definici6 de derivada es pot escriu-
h re d’'una altra manera, que també és forca usu-
al. Posem x = a+ h; aleshores, I'increment h es-
‘ ‘ devé x — a. Dir que I'increment tendeix a 0 (h — 0)
a x=a+h equival a dir que X s’acosta al punt a (X — a). Es-
quematicament, a la figura 4.1 tenim

Fig. 4.1 Increment de la variable
x=a+h <= h=x-a
X—a <~ h—0

Podem escriure el limit de la definicié de derivada com

e =tim 5=

A vegades, també s'utilitza la notacié

fim A13).
Mx—0  AX
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En qualsevol de les diferents notacions que hem considerat, queda palés que la derivada és el limit d'un
guocient incremental:

increment de la funcio

increment de la variable”
Observacié 4.2 Assenyalem ara dues propietats de la derivada degudes a la seva definicié a partir d’un
limit:
= unicitat (si la derivada existeix, és unica),

= caracter local (la derivada depén del comportament de la funcié en un entorn del punt).

Si una funcio y = f(x) és derivable en cada punt d'un conjunt D, es diu que f és derivable en D. Aixd
permet parlar de /a funcié derivada de f. Per designar la funcio derivada, es fan servir diverses notacions.
Aqui en tenim unes quantes:

(X), dy etc.

, o Cdf, . df d
f'(x), ', y'(x), y y ™

’ ’ &(X)s &! &

A la taula seglent, tenim tres interpretacions del concepte de derivada.

f(a+h)—f(a) f(a+h)—f(a)

f’(a) =Ilim

h (a) h—0 h

FisicA Velocitat mitjana d'un mobil en un | Velocitat instantania d'un mobil en
interval de temps [a,a+ h| un instant de tempst = a

GEOMETRICA Pendent de la recta secant a f en | Pendent de la recta tangenta f en el
(a, f(a))i(a+h,f(a+h)) punt (a, f(a))

MATEMATICA | Variacié mitjana de f en un interval | Coeficient de variacié o variaci6 ins-
[a,a+h] tantaniade f enun puntx=a

Interpretacié fisica. El problema de la velocitat instantania

Suposem que un mobil es desplaca amb un moviment rectilini. Sigui y = f(t) la funcié que expressa la
distancia recorreguda en funcié del temps t. Volem determinar la velocitat instantania en l'instant t.

La forma natural és considerar primer la velocitat
| | mitjana del mobil entre dos instants de tempst it +
t (AL A_t l(ﬁ_gura 4.2). Obyiamc_ent, sera |'espai recorregut,
dividit pel temps. Es a dir,

Fig. 4.2 Increment de temps

m =

f(t-+AL) — ()
At '

La velocitat instantania s'obté fent tendir a 0 I'increment de temps At:

f(t+At)— f(t
v=limv, = lim M
At—0 At—0 At
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Interpretacié geomeétrica. El problema de la recta tangent

Considerem una corba donada per la grafica d'una funci6 y = f(x). Es tracta de definir la tangent a la
corba en un punt P = (a, f(a)).

y=fx)

F@HR) | <
\fa+h)- f@

f@ | S

a a+h

Fig. 4.3 Recta secant a la grafica de f que passa per P i Q

Siguin r la recta secant que passa pels punts P = (a, f(a)) iQ = (a+h, f(a+h)), i a I'angle que forma
I amb |'eix d'abscisses, com mostra la figura 4.3. Sabem que

f(a+h)— f(a)

tgoL =
go h

El pendent de r és precisament tgo. Aleshores, I'equacié de la recta r queda

f(a+h)—f(a)

y=f(a)+ o (x—a).
La idea clau és fer tendir h — 0, de manera que
Q — P i la recta secant tendira a la recta tangent
y y=f(x) que volem (la tenim a la figura 4.4).

Aleshores, la recta tangent ala corbay = f(X) en el
punt (a, f(a)) tindra pendent el limit dels pendents
de les rectes secants anteriors quan h — 0

tangent f’(a) _ ng f(a+h)— f(a)'

f@@y| ==
Aixi, doncs, I'equacid de la recta tangent buscada
ésy = f(a)+ f'(a)(x—a) o, equivalentment,

. y—f(a)=f(a)(x-a).

Fig. 4.4 Rectatangenta f en (a, f(a))
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Observacié 4.3 Sabem que, si una recta té pendent my, aleshores qualsevol recta perpendicular a I'ante-

. -1 . .
rior té pendent m, = e Entenem que, simy = 0, aleshores m, = oo, j viceversa.
1

normal Sigui f una funcié derivable en un punt a. La recta
f normal a la grafica de f en el punt (a, f(a)) és

tangent

y—f<a>=%<x—a>.

fla) | ,
- ! Es a dir, la recta perpendicular a la tangent en el
| punt (a, f(a)) (com I'esquema de la figura 4.5).

Fig. 4.5 Rectes tangent i normal a f en (a, f(a))

Exemples 4.4

Derivada d'algunes funcions elementals. Estudiem la derivada d'algunes funcions a partir de la definicio.
Calculeu els limits seguents:

a) Siguila funci¢ f(x) = x? amb D = R. Prenem a € R. Aleshores,

. f(x)—f(a . xXP—a?
f'(a) =lim M =lim (suma per diferencia)
X—a X—a x—a X—a
, X+a)(Xx—a ,
_fim & =3) lim(x+a) = 2a.
X—a X—a X—a

Per tant, la funcié f(x) = x® és derivable a tot R i la seva derivada és f'(x) = 2x.

Si mirem en uns punts concrets —com a la figura 4.6— tenim, per exemple,

Fig. 4.6 Rectes tangents a f(x) = x? en diversos punts
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Integracio

5.1 La integral de Riemann. Propie i s

En aquesta seccio, generalitzem la idea d'area —tan intuitiva per a quadrats, triangles, cercles...— a figures
determinades per corbes al pla. Per fer-ho, hem d'estudiar la integracié de funcions reals fitades en intervals
tancats.

Construccié de la integral de Riemann

Sigui f : [a,b] — R una funci¢ fitada.

= Una particio, I1, de [a,b] és un conjunt finit i or-
| L L denat de punts, {Xo,X1,X2,...Xn}, amb

a X X X3 X4 -+ b

A=Xg <X < Xp <+ < Xp_g < X =D

Fig. 5.1 Una particio de I'nterval [, b] Els elements de la particié no sén necessariament

equiespaiats, com es mostra a la figura 5.1.

Designem per AX; = X; — Xj_1 la longitud del i-&sim interval determinat per la particio. Atés que f és una
funcié fitada, podem considerar

Mi= sup {f(x)}

X€Xi—1.Xi]

my= inf {f(x)}.

XE[Xi1.%]

La idea de la integral de Riemann és aproximar |'area sota la grafica de f entre a i b mitjancant rectangles
gue tenen com a base els subintervals de la particié i com a altura els valors M; o m;. Definim

= Suma superior S(f,TT) = AX;M; + AxoM; + - - - + AxyM,,

= Suma inferior s(f,T1) = Axym; 4+ AXomy + - - - + AXy M,
Aguestes sumes corresponen a les arees dels rectangles per excés i per defecte, respectivament (figura 5.2).

Fent un procés de pas al limit quan Ax; — 0, se n‘obtenen les integrals superior i inferior.
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Fig. 5.2 Sumes inferior i superior

)
. /ntegra/super/or/ f= ip[f{S(f,H)}
a

b
= Integral inferior/ f =sup{s(f,I1)}
Ja_ 1

Observacié 5.1 Clarament, la integral inferior de f sempre és més petita o igual que la integral superior

b b
de f, ésad/r,/ fg/ f.
Ja_ a
Definicié 5.2 Diem que f és integrable en [a,b] en sentit de Riemann si

b b
/f:/f.

b b
Aquest valor s'anomena integral de f en [a,b] i el designem per/ fo bé/ f(x)dx.
a a

a b a
Es defineixen, a més, / f= —/ fi / f=0.
b a a

Si f(x) >0, la integral s’entén com I'area sota la
grafica de f(x) fins a I'eix d'abscisses encabida en-
trex=aix =", comesveu a la figura 5.3.

A partir d'ara, si f és integrable en el sentit de
Riemann, diem simplement que f és integrable.

Fig. 5.3 Avrea sota la grafica de f
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Exemples 5.3

Analitzem la integrabilitat d'un parell de funcions.

a) Sigui f(x) = |x|, x € [-1,1]. Estudiem si f ésin-
1

&l tegrable i, en cas afirmatiu, calculem/ f(x)dx.
-1

Per simetria (figura 5.4), considerem primer I'in-
terval [0,1] i la particié

123 n—-1n
n={Joz22... == 10
-1 0 1 {!nunyn’ ’ n ,n}
Fig. 5.4 L'area que determina f(x) = |x| en [-1,1] Liavors. obtenim:
1 1,2 n—1 n—1
S(f,H):<0+++...+): =4
n n n n on
1/1 2 n n4+1
S(f,H):_<_+_+...+_>:...:
n\n n n on
i, per tant,
., . n—-1 1  n+1
Iim——===Iim——.

n—e 2N 2 n-e 2n

! 1
Aleshores, / x| dx = 7 Finalment, com que la grafica de f(X) = || és simétrica respecte de x =0,
0

resulta

/_if(x)dx:Z/Olf(x)dx:l.

1 sixeQ
b) Estudiem si la funci6 segtient és integrable en [0,1].  f(x) =
0 six£Q.

Un esboés de la seva grafica, juntament amb les corresponents integrals inferior i superior, es troben a
la figura 5.5.

[S R

Fig. 5.5 Grafica de f(x). Integrals inferior i superior
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Successions i series

6.1 Principi d’induccié matematica

En aquesta primera part, exposem un metode per demostrar propietats que es presenten en termes dels
nombres naturals; és el principi d’induccié matematica.

El problema consisteix a demostrar una determinada propietat P(n) —que depén dels nombres naturals—
per a tot n € N. Per exemple,

nin+1
1+2+3+~-+n:—£étQHVneN.

» 3+ (n+1)3+ (n+2)3 és multiple de 9 per a tot n € N.

El binomi de Newton, (a+b)" =" (T) a" o’
j=0
! (2n)l!
2\n _ — i

(2n+1)1 = (2n+1)(2n—1)---3-1.

La idea clau és una propietat del conjunt N ={1,2,3,---,n,n+1,--- }: partint de I'1, podem arribar
a qualsevol natural amb un nombre finit de passos, passant de n a n+ 1. Aquesta és la base de les
demostracions per induccié. Vegem, doncs, com funciona.

Principi d'induccié. Sigui P(n) una proposicié sobre n, per a cada n € N. Supo-
sem que

a) P(1) és certa.

b) P(n) certa = P(n+1) certa.
Aleshores, P(n) és vertadera per a tot n € N.

En efecte, si es compleix a), ja tenim el resultat per an = 1. Ara, per b), com que P(1) és vertadera, també
ho és P(2). Novament, aplicant la hipotesi d'induccio, seran certes P(3), P(4), --- i, aixi successivament,
i se satisfa P(n) per a tots els naturals.

A I'apartat b), la hipotesi “P(n) és certa" s'anomena hipotesi d’induccio.
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Com a mostra, provem per induccié una igualtat i una desigualtat.

Exemple 6.1

Progressiéo geometrica. Demostrem per induccié la formula segient per a r # 1:

1— rn+l

1+r+ﬁ+¢3+~¢":—T—TﬂVneN.

Es tracta de la suma dels n+ 1 primers termes d’una progressié geomeétrica de primer element 1 i rad r.

En comprovem les dues condicions.
2

. En efecte,

a) n=1.Vegem si la propietat és certaperan=1:1+r Z 1

1—r2_(1+rx1—0
1—r 1—r

=1+r

b) P(n) = P(n+1). Suposem que la formula és valida per a n i veiem que també se satisfa per an+1.

La nostra hipotesi d'induccié és, doncs, 1+r4r24r34...1" = l_lr,nrl

14r4+r24r34+.. 4l = % Tenim, per hipotesi d'induccio,

i volem demostrar que, llavors,

1— n+1
R R Y S o gl e + 1" (i fent els calculs)
B 1— rn+l + rn+1 _ rn+2 B 1— rn-~-2
1—r o 1-r

com voliem veure.
Suposem gue tenim la progressié geometrica
2 3 n
a+4-ar4ar-+ar°---4ar

de primer terme a i rad r, en comptes de |'anterior. Per calcular-ne la suma, només cal treure factor
comu la a i aplicar-hi el resultat anterior:

1— "+t

a(l4r+r+ri+.+r") =a———

Exemple 6.2

Una desigualtat. Demostrem que se satisfa 2" <n! peratotn € N.

a) n=1. La desigualtat és certa per als primers naturals:

— 0<1,
— 2<2,
— 4<12---

> 5 S
Il
W N -
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b) P(n) = P(n+1). Suposem que es compleix 2"* < n! (hipotesi d'induccié) i veurem que 2" < (n+1)!
també és cert. Multipliquem la hipotesi d'induccié per 2 a cada banda de la desigualtat i el signe < no
varia (perque 2 és positiu). Si tenim en compte que 2 < n-+ 1 pera cadan € N, resulta

2"t <nl = 2"<2nl = (n+1)n! = 2"< (n+1)!
com voliem provar.
Eventualment, podem trobar-nos amb una propietat per demostrar, perd no per a tot N € N, sin6 per a
N > ng, amb un determinat Ny € N. Per exemple, per a n > 4 —en aquest cas, no ens interessa o nNo és

certa la propietat peran =1, 2, 3. Tanmateix, el principi d’'inducci6 funciona com abans, llevat de I'apartat
a). En aquest cas, es tracta de comprovar

a) P(no) és certa i
b) P(n) certa = P(n+1) certa.

6.2 Successions de NoM b res e Cil S

En aquesta seccio, estudiem les colleccions infinites i ordenades de nombres, és a dir, les successions.

Definicié 6.3 Una successio de nombres reals és una aplicacié del conjunt dels nombres naturals en
R, és a dir,

¢o:N—R
n— @(n) =X,

Intuitivament, una successié en R correspon a una col'leccié infinita de cel'les numerades (amb les etiquetes
ordenades n = 1,2,3,...) i, en cada una d'elles hi colloguem un nombre real. En tenim |'esbos a la

figura 6.1.
Xi| Xo| X3 | Xy | Xs | Xg | X7 | Xg | Xog | Xjo| Xi1|
(L] 127 [3] [47 [57 6] [7] [8] 97 [mo] [I1] [12] [13] [14] [15]

Fig. 6.1 Elements d'una successio

¢:N—R
l—o(1) =

X1 (ala primera casella, hi ha un nimero X )
2— @(2) =X, (alasegona casella, hi ha un numero X;)

n— @(n) =X, (al'enesima casella, hi ha un numero x;,)

Designem la nostra successio per (X,), (X, : N € N), (Xy)n>1 i, evidentment, amb altres lletres: (yn), (zn),
(an), (bn), etc.
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Els nombres X3, Xz, X3,...,Xn,... S'anomenen els elements o termes de la successio i (X,) en representa
el terme general. Cal remarcar que hem de distingir entre la successié —els seus elements— i la imatge

—recorregut o rang— de I'aplicacié. Per exemple, la successi6 0,2,0,2,0,2,0,2,... seria (1 +(-1)":ne

N), mentre que la imatge de I'aplicacio que genera la successio és {0,2}.

Exemples 6.4

Vegem diferents exemples de successions i maneres de donar-les.
a) Successio dels nombres parells. Podem escriure la llista d'uns quants elements:
2,4,6,8,10,12,14,16,...
També podem considerar el terme general de la successio
X, =2n, neN.
b) Successio de Fibonacci.
Xe =1, %X =1, Xpp1 =X+ Xy_1, N > 2.

Aquesta successi¢ ve definida mitjancant una llei de recurrencia, és a dir, cada terme —excepte els
primers— s'obté a partir dels anteriors. Aixi, queda

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ...

Operacions amb successions

Amb les successions, es poden realitzar les operacions algebraiques elementals. La suma, la diferéncia, el
producte i el quocient de dues successions es fan terme a terme.

Definicié 6.5 Siguin (X,) i (Yn) dues successions en R. Definim les operacions seguents.
= Suma: (Xn) + (Yn) = (Xa +VYn).

Diferéncia: (Xn) — (Yn) = (Xn — Yn)-

Producte: (X) - (Yn) = (Xn - Yn)-

Producte per un escalar: A (X,) = (AX,), VA € R.

Quocient: E;"; = <;—"> siyn #0, Vn €R.

Exemples 6.6

Un parell d’operacions.

10,12, 14, 16, 18, ...
(ya) =1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
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Aleshores,
(Xn) + (Ya) = 3,5, 8,11, 15, 20, 27, 37,52, ...

b) Siguin les successions X, =14 (—1)", n€N i y,=n,n €N Llavors,

(Xn) 1 1.1 1
= 1 — - — Tye e
(yn) 01 i) Oi 21 O! 31 Ol 4’ Ol 51

Limit d’'una successié

Ens interessa congixer el comportament de les successions quan n es fa gran. Per aixo, tindrem en compte
un nou concepte, el de limit.

Definicié 6.7 Sigui (X,) una successio de nombres reals. Diem que (X,) té limit X € R si, per a cada
€ > 0, existeix Ny € N tal que

X, —X| <€, peratot n>ng.

En aquest cas, diem que (X,) és una successio convergent cap a X.
Si una successié no té limit, s'anomena divergent.

Quan (Xy,) té limit X, ho escriurem limx, =X, limx, =X, o bé X, — X.
N—oo n

Observacié 6.8 Unicitat del limit. Sigui (X,) una successio en R amb limit. Aleshores, (X,) té un Unic
limit.

Demostracié. Suposem que la successié (X,) té dos limits diferents: X i X'. Sigui d = |[x —X/| la distancia

entre ambdos limits. Considerem € = 3 > 0. Com que X és limit de la successio, existeix un n; € N tal

que |X, —X| < & si n > n;. Analogament, com que X’ és limit de la successio, existeix un n, € N tal que
[Xo —X'| < €5sin > n,. Sigui ng el maxim de ny i ny. Llavors,

Xp—X| <€ i [Xg—X| <€ si n>ng.
Aleshores, tenim per a n > Ny,
d=X—X|= X=Xy + Xy = X| < X=X | + X —X,| < €+ =d.

Hem obtingut un absurd: d < d. Aquesta contradiccid prové de suposar que X # X’; per tant, el limit és

anic. O
€
X E X, E X X
8 n X Xn+1 5 1

Fig. 6.2 Limit d'una successi¢
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Conceptes previs

L'objectiu fonamental d'aquest capitol és refrescar alguns conceptes ja adquirits en cursos anteriors. L'en-
focament és totalment practic. Inclou un test inicial que permetra a I'estudiant, un cop I'hagi realitzat,
decidir quins aspectes ha de repassar amb més intensitat.

En destaquem cinc grans arees:

Polinomis i equacions: inclou basicament el desenvolupament d’expressions algebraiques, I'extraccié de
factor comu, les operacions amb polinomis i la resolucié d'equacions.

Geometria elemental: comprén la semblanca de poligons, arees de figures planes i les arees i els volums
de solids regulars.

Trigonometria plana: engloba les raons trigonometriques (sinus, cosinus...), la resolucié d’equacions
trigonometriques i de triangles.

Geometria analitica plana: recorda les diferents equacions d'una recta, la perpendicularitat i el paral-
lelisme, i estudia les equacions i els elements principals de les coniques.

Derivades i integrals: es recorda el calcul de derivades i el de primitives.

Obijectius
Una vegada desenvolupat el capitol, I'estudiant ha de ser capac de:

= Manipular adequadament les principals operacions algebraiques.
= Calcular arees i perimetres de figures elementals.

= Determinar arees i volums de solids regulars.

= Coneixer les raons trigonomeétriques dels angles notables.
= Coneixer les principals identitats trigonomeétriques.

= Resoldre triangles rectangles i obliquangles.

= Resoldre equacions trigonomeétriques senzilles.

= Coneixer les equacions de la recta.

= Calcular I'angle entre dues rectes.

= Coneixer les equacions reduides de les coniques.

= |dentificar els elements principals de les coniques.

= Calcular derivades aplicant la regla de la cadena.

= Calcular primitives immediates.
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Problema 1

Un pal de 2 m projecta una ombra d'1’5 m. U'altura d'un arbre que a la mateixa hora projecta una ombra
de 3'5m és de:

a)4dm

b) 47 m

c¢) 55m

d) 6m

e) 375m

Problema 2

El costat d'un triangle equilater mesura 2 cm. L'area és de:

a) 1cm?

b) ? cm?

¢ v/3cm?
d) V2 cm?
e) 4cm?

Problema 3

El volum d'un cilindre de radi 5 cm i altura 10 cm és:
a) 125t cm?

b) 1007 cm?®

¢) 50m cm?®

d) 500x cm?®
e) 250 cm?®

Problema 4

L'equacio de la recta que passa pel punt (1,1) i té pendent 5 és:

a)y=ix+z
b)y=5—-4
¢ y=—-5x+6
d y=x+5
e)y=x+1
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Problema 5

Tant la férmula de la gravitacié universal de Newton com la de [‘atraccioé eléctrica de Coulomb tenen

ab e .
I'estructura F =C nER El valor de F expressat en notaci6 cientifica per al casC =9-10°, d =3-107% i
a=b=4-10"és:

a) 16-10°°
b) 16-10’
¢ 1'6-108
d) 4-1071°
e) 12.10°°

Problema 6

El resultat de desenvolupar i simplificar I'expressio (2x% +x3)? és:

a) X°+4x° +2x*
b) X8+ 4x*
c) x8+2x*
d) X8+ 4x5 + 4x*
e) x° 4 4x*

Problema 7

El desenvolupament de (1 —X)3 és:

a) —x3+3x2—3x+1
b)) —x3+1

o x—x2—x+1

d) x¥—3x2+3x—1
e) x0—1

Problema 8

2

W' obtenim

En simplificar el maxim possible la fraccié

a)y—x
b) y%X
¢ 0

d) y+x

1
e)m
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Problema 9

La derivada de y = c0s® 4x és:

a) —12sin®4x

b) 4sin®4x

©) 3cos?4x

d) —3c0s?4x

e) —12co0s?4x-sin4x

Problema 10

, 2X L
El valor de la integral /mdx és:

a) arctg (x*+5) +C, on C és una constant.
b) In(x*+5) +C, on C és una constant.

¢) arcsin(x?+5) +C, on C és una constant.
d) (x*+5)*+C, on C és una constant.

e) No es pot integrar.
7.2 Polinomis i © 01 Cii O NS 10—

Continguts:

= Propietats de les poténcies i de les operacions.

= Binomi de Newton. Nombres combinatoris.

= Operacions amb fraccions i amb arrels.

= Equacions de segon grau, biquadrades i irracionals.
= Operacions amb polinomis.

Breu resum teoric
Propietats de les poténcies.

SiaeRin,meR, llavors es compleix que:
s g".g" = g"tm
an

. — = anim
am
. (an)m = anm
1
[ ] ain = —
ar‘l
[ ] aO = 1

»an =+y/a" amb a>0
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Binomi de Newton. Nombres combinatoris

Recordem que

(a+b)? = a?+2ab+b?
(a+b)(a—b) = a>—b?
(a+h)® = a®+3a’b+ 3ab? £ b3,

En general, sin € N, es té

(a£h)"= <g> a"+ (:) a" b+ <2> a"?h? + (2) a4+ (—1)" <:> b".

Encara que no amb aquesta notacio, Tartaglia ja coneixia aquest desenvolupament. De fet, Newton va
demostrar que la igualtat anterior és valida per als enters i per als racionals. Posteriorment, Euler la justifica
també per als irracionals. Ara és coneguda com el binomi de Newton.

L'expressio (n) s'anomena nombre combinatori i es defineix com

(T) :nl(mmiin)l, on kl=k(k—1)(k—2)---3-2-1.

m
Recordem que, per definicio, 0! =1 que (n) indica el nombre de subconjunts de n elements que hi ha

en un conjunt de m elements.
Observant I'expressié del binomi de Newton, veiem que:

= La suma dels exponents de a i de b en cada terme és n.

= Els coeficients del desenvolupament de Newton sén els nombres combinatoris de les distintes files del
triangle de Tartaglia-Pascal:

0 bé, n—0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n==4 1 4 6 4 1
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Solucions dels problemes

8.1 Els nombres
Problema 1

a) (—e0,—2)U(3,+e0)
b) [-53]

¢) 0, no té solucié.

d) (—e,—1)U(3,7)

Problema 2

Problema 3

3) (—c0,1]U[2,3]U[4, +0)
b) (—o0,—2)

Problema 4

A € (—o0,—5]U[1, +o0)

Problema 5

7, =6V2+6V2i i z,= —6v2—6V2i.

Problema 6

a) La suma de les arrels val 0 i el producte, 16.

b) P(z) = (2* —22+4) (2 + 22 +4)
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Problema 7

Indlicacio: preneu z = a+ bi, amb a? +b? = 1.

Problema 8

V2 V625 V2 | V642
4<Z—T—TI) <Z+T—|—T+I)

Problema 9

Soén els complexos que formen la circumferéncia de centre 1 i radi 2.

8.2 FUIN Cil O /1S |1
Problema 1

a) Tots els nombres reals.

b) Tots els nombres reals.

¢) Tots els nombres reals menys el 3.

d) Tots els nombres reals menys el 2 i el —2.
e) [—2,4)

f) (—eo,—3]U[3,+o0)

g) Tots els nombres reals.

h) [=3,+e)\ {5}

) (=5 4e)

J) (=e0,=2]U (1, +e)

k) Tots els nombres reals.

Problema 2

[3,5]

Problema 3

Dom(f)=1[2,3]U[4,5], Im(f) = [0, 7]
Problema 4

a) 3
b) £1,43
c 3
dl

s 278 Cadlcul d’una variable © Els autors, 2009. © Edicions UPC, 2009



	CÀLCUL D'UNA VARIABLE
	copyright
	Índex

	Introducció
	1. Els nombres
	1.1 Diferents classes de nombres
	1.2 Els nombres reals
	1.3 Els nombres complexos
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	2. Funcions
	2.1 Conceptes bàsics
	2.2 Les funcions elementals
	2.3 Operacions algebraiques amb funcions
	2.4 Composició
	2.5 Funció inversa
	2.6 Esbós de gràfiques de funcions a partir de funcions donades
	2.7 Gràfiques de corbes en coordenades polars
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	3. Continuïtat
	3.1 Límit d’una funció en un punt
	3.2 Continuïtat d’una funció
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	4. Derivació
	4.1 Definició i interpretació del concepte de derivada
	4.2 Angle d’intersecció entre corbes
	4.3 Derivabilitat i continuïtat
	4.4 Derivada i operacions algebraiques. Derivades d’ordre superior
	4.5 Regla de la cadena
	4.6 Derivada de la funció inversa
	4.7 Derivades de les principals funcions elementals
	4.8 Derivació implícita
	4.9 Teoremes del valor mitjà i aplicacions
	4.10 Extrems absoluts
	4.11 Regles de L’Hôpital
	4.12 La fórmula de Taylor. Aplicacions
	4.13 Estudi local d’una corba
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	5. Integració
	5.1 La integral de Riemann. Propietats
	5.2 Integració i derivació
	5.3 Càlcul de primitives de funcions
	5.4 Integrals impròpies
	5.5 Aplicacions de la integral definida
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	6. Successions i sèries

	6.1 Principi d’inducció matemàtica
	6.2 Successions de nombres reals
	6.3 Sèries numèriques reals
	6.4 Sèries numèriques complexes
	6.5 Sèries de potències reals
	6.6 Sèries de potències complexes
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	7. Conceptes previs
	7.1 Test inicial
	7.2 Polinomis i equacions
	Problemes resolts
	Problemes proposats
	7.3 Geometria elemental
	Problemes resolts
	Problemes proposats
	7.4 Trigonometria plana 
	Problemes resolts
	Problemes proposats
	7.5 Geometria analítica plana
	Problemes resolts
	Problemes proposats
	7.6 Derivades i integrals
	Problemes resolts
	Problemes proposats

	8. Solucions dels problemes
	8.1 Els nombres
	8.2 Funcions
	8.3 Continuïtat
	8.4 Derivació
	8.5 Integració
	8.6 Successions i sèries
	8.7 Conceptes previs

	Bibliografia
	Índex alfabètic



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


	c: 


